FINAL DE METODOS NUMERICOS — 16 DE MAYO DE 2022
Importante: el método de resolucién y las explicaciones influyen en la nota.
Tiempo: Dos horas y media

Ejercicio 1 (1 punto). Un mercader tiene 3 pesas de 333 gramos cada una y las utiliza
para pesar kilogramos (usando 3 pesas por kilogramo). Vende fabes a 10 euros el kg. Si
vende 7 kilos, ;jqué error absoluto y relativo estd cometiendo al cobrarlas?

Solucion. Comete un error de 1 gramo por kilogramo. Como el precio es proporcional
al peso, también el error es de 0.001 euros por cada euro (regla de tres, lo que estoy
diciendo es que el error relativo es de 1 milésima). Si vende 7 kilos, cobra 7 x 10 = 70
euros pero en realidad deberia cobrar 7x9.99 = 69.93. El error absoluto es (obviamente)
7 céntimos y el relativo no depende de factores, asi que siempre es de 1 milésima. ]

Ejercicio 2 (2 puntos). Dos partes:
(1) Enunciar con precisién el algoritmo de Biseccién. (1 punto).
(2) ;Cémo utilizarias dicho algoritmo para calcular v/3? Segiin tu eleccién, jen
cuantos pasos puedes garantizar que el error el menor que 107°? (1 punto).

Solucion. La primera parte es de memoria.
La segunda parte: lo més sencillo es ver que 13 < 3y 23 > 3, asi que el intervalo [1, 2]
me sirve si utilizo la funcién f(x) = 23 — 3. Si tomo una tolerancia de 1075, los pasos

necesarios se calculan resolviendo
2—-1

-5
on <1077,
asi que 2" > 10°, lo que exige que n se al menos 15 (2!* = 8192, mientras que 25 =
16384). O
Ejercicio 3 (1 punto). Considérese la matriz:
2 4 5 1
0 2 5/2 2
0 0 10 3
0 4 1 1/2

Se pide: realizar el algoritmo de reduccién de Gauss con pivotaje parcial para obtener
una matriz triangular superior indicando qué operacioén se realiza en cada paso.

Solucidon. Lo indico:

(1) Intercambiar filas 2 y 4 porque el pivote ha de ser 4.

(2) Sustituir Fy < Fy — 1 Fb.

(3) Ahora no hay que intercambiar nada y se sutituye Fy <« Fj — %Fg (el 10 ha
quedado como pivote en la fila 3 y debajo ha quedado un 2) y se termina.

0

Ejercicio 4 (2 puntos (1 + 1)). Responder razonadamente: ;Es posible que los poli-
nomios Py(z) = az® y Pi(xr) = 23 — 2z + b formen un spline ciibico para la nube de
puntos siguiente (Py(z) para el intervalo [0, 1] y P;(z) para el [1,2])? La respuesta puede
depender de a y b (1 punto).

|0
y|0 -1 4
Solucidn. Se trata de ver si se pueden cumplir las condiciones de Spline. Veamos: Py(0) =
0 siempre, asi que no sirve de nada. Py(1) = a = —1, asi que a = —1. Por otro lado,
Pi(1)=—-14b=1, asi que b = 2.

Pero ahora P}(1) = 3a ha de ser igual a P{(1) =3 —2 =1, por lo que a = 1/3, lo que

contradice que a = —1. Es imposible que formen un spline. ]

Ejercicio 5 (1 punto = 0.5+0.5). El movimiento arménico simple de frecuencia 1
puede describirse como x(t) = a cos(2nt) + bsin(27t), donde a y b son constantes.



e Expresar el sistema de ecuaciones necesario para calcular, utilizando minimos
cuadrados lineales, los valores que mejor aproximen las constantes a y b (0.5
puntos).

e Si hubiera 200 datos en la tabla, jde qué tamano seria el sistema de ecuaciones
que se obtiene? (0.5 puntos).

Nota. Si aparece un producto de matrices no hay que hacerlo, dejarlo planteado.

Solucion. Para la primera parte, ha de construirse la matriz X:

:(COS(O) cos(0.2m) cos(0.67) cos(0.87r))
sin(0) sin(0.27) sin(0.6w) sin(0.87)

y el vector columna

3
1.34
—2.75
-3.51

Y=X-

y el sistema que se ha de resolver es:

X-XT<Z> -Y.

La segunda parte: da igual el tamaino de la nube. Solo hay que calcular dos coeficientes,
asi que el sistema sera 2 x 2. O

Ejercicio 6 (1 punto). Calcular de manera aproximada la siguiente integral utilizando
la férmula de Simpson compuesta con dos subintervalos iguales:

4
/ 3 dx.
0

Solucion. Dos subintervalos nos dan: I; = [0,2], Is = [2,4], ambos de anchura 2. Hay
que evaluar f(z) = 3% en los siguientes puntos:

F0)=1,7(1)=3,1(2)=9,f(3) =27, f(4) =81
y la férmula compuesta nos da que la integral, llamémosla I, es aproximadamente
2
=(

2
[ o(144:3+9)+2(9+4-27+81)

que sera lo que sea (alrededor de 70, creo). O

Ejercicio 7 (2 puntos). Utilizar el método de Heun para calcular la solucién aproxi-
mada del siguiente problema de condicién inicial:
2"(t) =t +a(t) +2'(t), (0) =1, 2/(0) = -1
para t € [0, 1], con un solo paso.

Solucion. Como siempre, hay que ir con cuidado. Lo primero es escribir el problema con
dos variables:

T=u

u=t+x+u
con condiciones iniciales x(0) = 1, u(0) = —1. Como solo hay un paso, h =1 -0 = 1.
Hacemos una tabla para no liarnos.

1ot mp Pexz Peu Te Ue Pfx Pfu Pmaz Pmu
0o 0 1 -1 -1 0 0 -1 -1 0o -1 0
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De manera que z1 =14+1-—-1 =0, u; = —1+1-0 = —1. El tinico problema es darse
cuenta de que para calcular ps, y pr. hay que poner t = 1. O



SEGUNDO PARCIAL DE METODOS NUMERICOS — 16 DE MAYO DE 2022
Importante: el método de resolucién y las explicaciones influyen en la nota.
Tiempo: Una hora y media

Ejercicio 1 (2 puntos (1+1)). Dos partes:

(1) Responder razonadamente. ;Es posible que los polinomios Py(z) = az + bx? y
Pyi(z) = 2 — 22 formen un spline ctibico para la nube de puntos siguiente (Py(x)
para el intervalo [0,1] y Pi(z) para el [1,2])? Obviamente, la respuesta depende
de a y b. (1 punto).

Ty
010
1-1
214

(2) Calcular el valor en x = 3 de la interpolacién lineal a trozos de la nube de puntos:
(_17 2)7 (07 1)7 (17 _1)7 (27 4) (1 punto).

Solucion. Hay que ir escribiendo las condiciones y ver el sistema que resulta.

(1) Py(0) =0, es decir: 0 =0 (nada).

(2) Po(l) = —1, es decir: —a+ b= —1.
(3) Pi(1) = —1, es decir: —1 = —1 (nada).
(4) P1(2) =4, es decir: 4 =4 (nada).

(5) Pj(1) = P{(1), es decir: a+ 2b = 1.

(6) Py(1) = P/'(1), es decir: 2b =6, por lo que b =1/3.
De donde —a+1/3 = -1y a+2/3 =1, asi que a = 2/3 y a = 1/3, imposible. No
pueden formarlo.
La respuesta a la segunda: no se puede hacer porque 3 estd fuera del intervalo de
interpolacién. O

Ejercicio 2 (2 puntos). Se tiene la siguiente tabla de distancias recorridas por un
vehiculo que se sabe sigue un movimiento rectilineo uniformemente acelerado:

t d
3] 51
4| 81

5] 120
10| 435
20 | 1664

e Si se sabe que la velocidad inicial es 0, ;de qué tamafio queda el sistema de
ecuaciones necesario para calcular la posicién inicial y la aceleracién utilizando
minimos cuadrados lineales? (1 punto).

e Si, por el contrario, se sabe que la posicién inicial es d = 20, ;jcémo se calcularian
la velocidad inicial y la aceleracién por minimos cuadrados? (Explicar lo que se
haria, no hace falta “echar cuentas”) (1 punto).

Solucion. Como nos dicen que vg = 0, la férmula es d = dy + %t2 y solo hay dos funciones
fi(t) =1y fat) = 2, asi que el sistema es 2 x 2.

Para resolver ese problema, hay que encontrar los pardmetros que ajusten la formula
20 4+ vot + %tQ pero para convertir esto en un problema de minimos cuadrados lo que se
necesita es restar 20 a los valores de d de la tabla y hacer el ajuste de la nueva tabla con
la expresion vyt + %tQ. O

Ejercicio 3 (2 puntos (141)). Dos partes:

(1) (Puede ocurrir que la férmula del punto medio dé un resultado mejor que la
férmula de Simpson al calcular una integral de manera aproximada? Explicar la
respuesta (1 punto).
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(2) (1 punto) Calcular de manera aproximada la siguiente integral utilizando la for-
mula de Simpson compuesta con dos subintervalos iguales:

4
/ 3% dx.
0

Solucion. Si puede pasar pero la funcién tiene que parecerse mucho a un rectangulo.
Como nadie ha dicho que tenga que ser continua, la siguiente funcién tiene integral
exacta mediante el punto medio pero no mediante Simpson:

O0six=0
f(z)=4¢ 1sizel0,1]
Osiz=1

De todos modos, cualquier funcién que “se parezca mucho més a un rectangulo que a
una pardbola” tendra dicha propiedad.

Dos subintervalos nos dan: I; = [0,2], I = [2,4], ambos de anchura 2. Hay que
evaluar f(x) = 3" en los siguientes puntos:

f0)=1,f(1)=3,f(2) =9, f(3) =27, f(4) =81

y la férmula compuesta nos da que la integral, llamémosla I, es aproximadamente
2
=(

2
T S(144-349)+ (9+4-27+81)

que serd lo que sea (alrededor de 70, creo). O

Ejercicio 4 (4 puntos (2+2)). Dos partes:
(1) Utilizar el método de Heun para calcular la solucién aproximada del siguiente
problema de condicién inicial:

a’(t) =t+a(t) +2'(t), 2(0) =1, 2’(0) = -1

para t € [0, 1], con un solo paso.
(2) Utilizar el método de Euler con dos pasos para calcular de manera aproximada
el valor en t = 2 de la solucién del problema de condicién inicial siguiente:

y'(z) =2 +y, y(0) =2.

Solucion. Para la primera parte, como siempre, hay que ir con cuidado. Lo primero es
escribir el problema con dos variables:

T=u
u=t+x+u
con condiciones iniciales x(0) = 1, u(0) = —1. Como solo hay un paso, h =1—0 = 1.
Hacemos una tabla para no liarnos.
T ot T U Pex Peu Te Ue Pfax Pfu Pma  Pmu
0 0 1 -1 -1 0o 0 -1 -1 0o -1 0
De manera que z1 =14+1-—-1=0,u; = —1+1-0 = —1. El inico problema es darse
cuenta de que para calcular ps ., y pr. hay que poner t = 1.
La segunda parte es mucho mas sencilla. El paso es 1 porque el intervalo es [0,2] y
nos dicen que hay dos pasos. La funcién de la pendiente es f(z,y) = 2% +y, claro. Cada
Yi+1 = ¥i + h - p;, que se marcan con un cuadro.

U Ti  Yi Pi
0 0 2 2
1 1 [4] 5
2 2 [9]



