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Introduccién

Estas notas pretenden simplemente cubrir por escrito los conteni-
dos que se han impartido en las clases de la asignatura de Métodos
Numéricos para la Ingenieria, en el grupo cuyo profesor era Pedro For-
tuny Ayuso en el curso 2011-2012. Cualquier pretensién de que estas
paginas reflejen algo més serio seria errénea. Ademads, y esto ha de
quedar claro desde el principio, como toda coleccién informal de no-
tas, pueden (y seguro que es asi) contener errores: errores de concepto,
erratas, e incluso errores en los enunciados y demostraciones. En fin:

Estas notas no suplen un libro (o dos)
y ademas
No todo lo que entra en el examen
esta aqui

1. Comentarios superficiales

El objetivo que pretendo en esta asignatura es triple:

e Introducir los problemas béasicos que afronta el Calculo Numéri-
co, en su version mas sencilla.

e Acostumbrar a los alumnos a enunciar algoritmos con precisién
y a estudiar su complejidad.

e Transmitir a los alumnos la importancia del “acondicionamien-
to” de un problema y la necesidad de verificar que los resulta-
dos obtenidos mediante un programa de ordenador se ajustan
al objetivo buscado.

Durante las notas haré referencia a varias herramientas informaticas.
De momento:
Matlab: Aunque procuraré que todo el cédigo que aparezca pue-
da utilizarse con Octave, haré referencia casi exclusivamente
a Matlab, que es el programa al que estdn acostumbrados los
alumnos.
Wolfram Alpha: Es necesario conocer esta herramienta, pues
permite gran cantidad de operaciones (matemdticas y no) en
una simple pagina web.
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Quizas lo que mas me interesa es que los alumnos

e Aprendan a enunciar algoritmos con precision, con la concien-
cia de que un algoritmo debe ser claro, finito y debe terminar.

e Sean capaces de seguir un algoritmo y de analizar someramente
su complejidad (al menos, comparar unos con otros).

e Sean capaces de, ante un problema especifico, discernir si un
planteamiento tiene sentido o no, en funcién de lo “bien acon-
dicionado” que esté.

Por supuesto, habra que entender los algoritmos que se expongan y
ser capaces de seguirlos paso a paso (esto es un requisito que esti-
mo imprescindible). Todos los algoritmos que se explicardn seran de
memorizacién sencilla porque o bien serdan muy breves (la mayoria) o
bien tendran una expresién geométrica evidente (y por tanto, su expre-
sién verbal serd facilmente memorizable). La precisién formal es mucho
mas importante en esta asignatura que las “ideas geométricas”, porque
precisamente esta asignatura estudia los métodos formales de resolver
ciertos problemas, no su expresiéon geométrica o intuitiva.

Sin mas prambulos, comenzamos estudiando la aritmética finita y
el error.



CAPITULO 1

Aritmética finita y analisis del error

Se revisan muy rapidamente las notaciones exponenciales, la coma
flotante de doble precisién, la nocion de error y algunas fuentes comunes
de errores en los computos.

1. Notacién exponencial

Los numeros reales pueden tener un nimero finito o infinito de
cifras. Cuando se trabaja con ellos, siempre se han de aproximar a
una cantidad con un nimero finito (y habitualmente pequeno) de digi-
tos. Ademas, conviene expresarlos de una manera uniforme para que
su magnitud y sus digitos significativos sean facilmente reconocibles a
primera vista y para que el intercambio de datos entre maquinas sea
determinista y eficiente. Esto ha dado lugar a la notacién conocida co-
mo cientifica o exponencial. En estas notas se explica de una manera
somera; se pretende mas transmitir la idea que describir con precisién
las reglas de estas notaciones (pues tienen demasiados casos particula-
res como para que compense una explicacién). A lo largo de este curso,
utilizaremos las siguientes expresiones:

DEFINICION 1. Una notacidn exponencial de un niimero real es una
expresion del tipo

+ A.B x 10¢

10° x +A.B
+ A.BeC

donde A, By C son niimeros naturales (que pueden ser nulos), & indica
un signo (que puede omitirse si es +). Cualquiera de esas expresiones
se refiere al nimero (A+0.8)-10¢ (donde 0.B es el niimero “cero coma
B...”.

Por ejemplo:
e El ntimero 3.123 es el propio 3.123.
e El numero 0.0le — 7 es 0.000000001 (hay ocho ceros después
de la coma y antes del 1).
e El nimero 10% x —2.3 es —2300.

7
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e Kl nimero —23.783e — 1 es —2.3783.

Pero por lo general, la notacién cientifica asume que el nimero a la
derecha del punto decimal es un solo digito no nulo:

DEFINICION 2. La notacién exponencial estdndar es la notacién
exponencial en la que A es un nimero entre 1 y 9.

Finalmente, las maquinas almacenan —generalmente— los niimeros
de una manera muy concreta, en coma flotante:

DEFINICION 3. Un formato en coma flotante es una especificacién
de una notacion exponencial en la que la longitud de A mas la longitud
de B es una cantidad fija y en la que los exponentes (el nimero ()
varian en un rango determinado.

Por tanto, un formato en coma flotante solo puede expresar una
cantidad finita de nimeros (aquellos que puedan escribirse segin la
especificacion del formato).

El documento que especifica el estandar de coma flotante para los
microprocesadores (y en general para los dispositivos electronicos) es el
IEEE-754 (leido i-e-cubo setecientos cincuenta y cuatro). Las siglas son
de “Institute of Electrical and Electronic Engineers”. El documento en
cuestion fue actualizado en 2008.

1.1. El formato binario de doble precision IEEE-754. El
formato de doble precisién es la especificacion del IEEE sobre la re-
presentacién de nimeros reales en secuencias de 16, 32, 64, 128 bits (y
mas), y su representacion en formato decimal. Se explican a continua-
cién las propiedades principales de la doble precisiéon en binario.

Para expresar nimeros en doble precisién se utilizan 64 bits, es
decir, 64 digitos binarios. El primero indica el signo (un 0 es signo
positivo, un 1, signo negativo). Los 11 siguientes se utilizan para repre-
sentar el exponente como se indicara, y los 52 restantes se utilizan para
lo que se denomina la mantisa. De esta manera, un nimero en doble
precision tiene tres partes: s, el signo (que serd 0 6 1), e, el exponente
(que variard entre 0 y 2047 (pues 2'? — 1 = 2048), y m, un ntmero de
52 bits. Dados tres datos s, e, m, el nimero real N que representan es:

e Sie#0ye# 2047 (si el exponente no es ningin valor extre-
mo), entonces

N = (—1)* x 21987¢ x 1.m,
donde 1.m indica “uno-coma-m” en binario. Nétese, y esto es

lo importante, que el exponente no es el numero representado
por los 11 bits de e, sino que “se desplaza hacia la derecha”. Un
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e = 01010101011, que en decimal es 683 representa realmente
la potencia de 2 208371023 — 9340 [ o5 ¢ cuyo primer bit es
cero corresponden a potencias negativas de 2 y los que tienen
primer bit 1 a potencias positivas (21 = 1024).

e Si e =0 entonces, si m # 0 (si hay mantisa):

N = (—1)* x 27192 x 0.m,

donde 0.m indica “cero-coma-m” en binario.

e Los ceros con signo: si e =0y m = 0, el nimero es +0 o —0,
dependiendo de s. (es decir, el 0 tiene signo).

e El caso de e = 2047 (es decir, los 11 digitos del exponente son
1) se reserva para codificar £00 y otros objetos que se deno-
minan NaN (Not-a-Number, que indica que una operacién es
ilegitima, como 1/0 o log(—2) o acos(3), en una operacién con
nimeros reales).

En realidad, el estandar es mucho mas largo y completo, como es
natural, e incluye una gran coleccion de requisitos para los sistemas
electrénicos que realicen cdlculos en coma flotante (por ejemplo, espe-
cifica como se han de truncar los resultados de las operaciones funda-
mentales para asegurar que si se puede obtener un resultado exacto, se
obtenga).

Las ventajas de la coma flotante (y en concreto de la doble precisién)
son, aparte de su estandarizacion, que permite a la vez operar con
nimeros muy pequenos (el nimero més pequeno que puede almacenar
es 27197 ~ 1073%) y ntimeros muy grandes (el mayor es alrededor de
21023 ~ 1039). La contrapartida es que, si se trabaja simultdneamente
con ambos tipos de datos, los pequenos pierden precision y desaparecen
(se produce un error de cancelacién o de truncacién). Pero si se tiene
cuidado, es un formato enormemente 1til y versatil.

1.2. Conversion de base decimal a base dos y vuelta. * Es
imprescindible saber cémo se trasnforma un ntiimero en base decimal a
base dos (binario) y al revés.

En el pseudocddigo de estas notas, se utilizard la siguiente notacion:
la expresion z < a significa que = es una variable, a representa un
valor (asi que puede ser un niimero u otra variable) y a z se le asigna el
valor de a. La expresion u = ¢ es la expresion condicional jes el valor
designado por u igual al valor designado por ¢? Ademds, m//n indica
el cociente de dividir el nimero entero m > 0 entre el nimero entero
n >0y m%n es el resto de dicha divisén. Es decir,

m = (m//n) x n+ (m%n).

Fixme: Poner
ejemplos

dos
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Finalmente, si  es un nimero real x = A.B, la expresién {z} indica
la parte fraccionaria de x, es decir, 0.B.

El Algoritmo 1 es una manera de pasar un nimero A.B en decimal
con un numero finito de cifras a su forma binaria. El Algoritmo 2
se utiliza para realizar la operacion inversa. Téngase en cuenta que,
puesto que hay ntimeros con una cantidad finita de digitos decimales
que no se pueden expresar con una cantidad finita de digitos en binario
(el ejemplo més obvio es 0.1), se ha de especificar un nimero de cifras
decimales para la salida (asi que no se obtiene necesariamente el mismo
nimero, sino una truncacion).

Pasar de binario a decimal es “més sencillo” pero requiere ir su-
mando: no obtenemos un digito por paso, sino que se han de sumar
potencias de 2. Se describe este proceso en el Algoritmo 2. Nétese que
el nimero de decimales de la salida no esta especificado (se podria, pero
solo haria el algoritmo més complejo). Finalmente, en todos los pasos
en que se suma A; x 2¢ o bien B; x 27, tanto A; como B; son o bien
0 o bien 1, asi que ese producto solo significa “sumar o no sumar” la
potencia de 2 correspondiente (que es lo que expresa un digito binario,
al fin y al cabo).

2. El error, definiciones basicas

Siempre que se opera con numeros con una cantidad finita de ci-
fras y siempre que se toman medidas en la realidad, hay que tener en
cuenta que contendran, casi con certeza, un error. Esto no es grave.
Lo prioritario es tener una idea de su tamano y saber que segin vayan
haciéndose operaciones puede ir propagandose. Al final, lo que impor-
ta es acotar el error absoluto, es decir, conocer un valor (la cota) que
sea mayor que el error cometido, para saber con certeza cuanto, como
mucho, dista el valor real del valor obtenido.

En lo que sigue, se parte de un valor exacto x (una constante, un
dato, la solucién de un problema...) y de una aproximacion, Z.

DEFINICION 4. Se llama error absoluto cometido al utilizar & en
lugar de x al valor absoluto de la diferencia: |z — Z|.

Pero, salvo que x sea 0, uno esta habitualmente mas interesado en
el orden de magnitud del error, es decir, “cuanto se desvia = de x en
proporcion a x”:

DEFINICION 5. Se llama error relativo cometido al utilizar T en
lugar de x, siempre que x # 0, al cociente

|z — x|
||
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Algoritmo 1 (Paso de decimal a binario, sin signo)

Input: A.B un ntmero en decimal, con B finito, k£ un entero positivo
(que indica el nimero de digitos que se desea tras la coma en binario)
Output: a.b (el nimero z en binario, truncado hasta 27%)
if A=0 then
a < 0 y calular solo la PARTE DECIMAL
end if
*PARTE ENTERA
1 —1,n+ A
while n > 0 do
141+ 1
n<n//2
end while
a4 T;Ti—1...2%0 [la secuencia de restos en orden inverso]
*PARTE DECIMAL
if B =0 then
b+ 0
return a.b
end if
1+ 0,n+ 0.8
while n > 0 and i < k do
14—1+1
m < 2n
if m > 1 then
else
end if
n < {m} [la parte decimal de m)]
end while
b < biby...b;

return a.b

(que es siempre un nimero positivo).

No vamos a utilizar una notacién especial para ninguno de los dos
errores (hay autores que los llaman A y 0, respectivamente, pero cuanta
menos notacién innecesaria, mejor).

EJEmMPLO 1. La constante 7w, que es la razén entre la longitud de
la circunferencia y su didametro, es, aproximadamente 3.1415926534+
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Algoritmo 2 (Paso de binario a decimal, sin signo)

Input: A.B, un nimero positivo en binario, £ un nimero entero no
negativo (el nimero de decimales que se quiere utilizar en binario).
Ouput: a.b, la truncacién hasta precisién 27% en decimal del ntimero
A.B
*PARTE MAYOR QUE 0
Se escribe A = A, A, ... Ao (los digitos binarios)
a<+ 0,70
while 7 < r do
a4 a—+ Al x 2
14 1+1
end while
*PARTE DECIMAL
if B =0 then
return a.0
end if
b< 0,72+ 0
while 7 < k do
11+ 1
b+ b+ B; x 27t
end while
return a.b

(con el + final se indica que es mayor que el nimero escrito hasta la
ultima cifra). Supongamos que se utiliza la aproximacién 7 = 3,14. Se
tiene:

e El error absoluto es |7 — 7| = 0.0015926534+.
e El error relativo es =% ~ 10~ x 5.069573.

s

Esto ultimo significa que se produce un error de 5 diezmilésimas por
unidad (que es mas o menos 1/2000) cada vez que se usa 3.14 en lugar
de 7. Por tanto, si se suma 3.14 dos mil veces, el error cometido al usar
esa cantidad en lugar de 2000 x 7 es aproximadamente de 1. Este es
el significado interesante del error relativo: su inverso es el nimero de
veces que hay que sumar Z para que el error acumulado sea 1 (que,
posiblemente, serd el orden de magnitud del problema).

Antes de continuar analizando errores, conviene definir las dos ma-
neras mas comunes de escribir nimeros utililzando una cantidad fija de
digitos: el truncamiento y el redondeo. No se van a dar las definiciones
precisas porque en este caso la precision parece irrelevante. Se parte de
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un numero real (posiblemente con un nimero infinito de cifras):
T=a102...0r.Qpq1...0p ...
Se definen:

DEFINICION 6. El truncamiento de x a k cifras (significativas)
es el nimero ajas...a;0...0 (un nimero entero), si k& < r y si no,
aj...0p.Qpryq-..ag Si k> r. Se trata de cortar las cifras de x y poner
ceros si aun no se ha llegado a la coma decimal.

DEFINICION 7. El redondeo de x a k cifras (significativas) es el
siguiente nimero:

e Si a1 < 5, entonces el redondeo es igual al truncamiento.
o Sib < apy <9, entonces el redondeo es igual al truncamiento
més 107 F+1,
Este redondeo se denomina redondeo hacia mds infinito, porque siempre
se obtiene un nimero mayor o igual que el incial.

El problema con el redondeo es que pueden cambiar todas las cifras.
La gran ventaja es que el error que se comete al redondear es menor
que el que se comete al truncar (puede ser hasta de la mitad):

EJEMPLO 2. Si z = 178.299 y se van a usar 4 cifras, entonces el
truncamiento es xy; = 178.2, mientras que el redondeo es 178.3. El
error absoluto cometido en el primier caso es 0.099, mientas que en el
segundo es 0.001.

EJEMPLO 3. Siz = 999.995 y se van a usar 5 cifras, el truncamiento
es r1 = 999.99, mientras que el redondeo es 1000.0. Pese a que todas
las cifras son diferentes, el error cometido es el mismo (en este caso,
0,005) y esto es lo importante, no que los digitos “coincidan”.

. Por qué se habla entonces de truncamiento? Porque cuando uno
trabaja en coma flotante, es inevitable que se produzca truncamien-
to (pues el nimero de digitos es finito) y se hace necesario tenerlo en
cuenta. Actualmente (2012) la mayoria de programas que trabajan en
doble precision, realmente lo hacen con muchos més digitos interna-
mente y posiblemente al reducir a doble precisiéon redondeen. Aun asi,
los truncamientos se producen en algiin momento (cuando se sobrepasa
la capacidad de la méquina).

2.1. Fuentes del error. El error se origina de diversas maneras.
Por una parte, cualquier medicién estd sujeta a él (por eso los aparatos
de medida se venden con un margen estimado de precisién); esto es
intrinseco a la naturaleza y lo uinico que puede hacerse es tenerlo en
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cuenta y saber su magnitud (conocer una buena cota). Por otro lado,
las operaciones realizadas en aritmética finita dan lugar tanto a la pro-
pagaciéon de los errores como a la aparicion de nuevos, precisamente
por la cantidad limitada de digitos que se pueden usar.

Se pueden enumerar, por ejemplo, las siguientes fuentes de error:

e Elerror en la medicion, del que ya se ha hablado. Es inevitable.

e El error de truncamiento: ocurre cuando un numero (dato o
resultado de una operacion) tiene méas digitos que los utilizados
en las operaciones y se “olvida” una parte.

e El error de redondeo: ocurre cuando, por la razén que sea, se
redondea un nimero a una precision determinada.

e El error de cancelacion: se produce al operar con niimeros que
difieren en una cantidad muy pequena en relaciéon con su valor
pero de manera que el resultado de la operacion tiene un valor
absoluto pequeno. Por ejemplo, los nimeros z; = 10.00123 y
x = 10 son parecidos. Si trabajamos en una maquina que solo
tiene cuatro digitos, resulta que 7 — x = 0 (pues z; se ha
redondeado a 10), mientras que en realidad, z; —x = 0.00123,
que con cuatro digitos es 0.001 # 0.

e El error de acumulacién: se produce al acumular (sumar, esen-
cialmente) pequenos errores del mismo signo muchas veces. Es
lo que ocurrié en el suceso de los Patriot en febrero de 1991,
en la operaciéon Tormenta del Desierto'.

En la aritmética de precision finita, todos estos errores ocurren. Con-
viene quizds conocer las siguientes reglas (que son los peores casos
posibles):

e Al sumar numeros del mismo signo, el error absoluto puede ser
la suma de los errores absolutos y el error relativo, lo mismo.

e Al sumar numeros de signo contrario, el error absoluto se com-
porta como en el caso anterior, pero el error relativo puede
aumentar de manera incontrolada: 1000.2 — 1000.1 solo tiene
una cifra significativa (asi que el error relativo puede ser de
hasta un 10 %, mientras que en los operandos, el error relativo
era de 1 x 1074,

e Al multiplicar, el error absoluto tiene la magnitud del mayor
factor por el error en el otro factor. Si los factores son de la
misma magnitud, puede ser el doble del mayor error absoluto
por el mayor factor. El error relativo es de la misma magnitud

IPueden consultarse el siguiente documento de la Univ. de Texas:
http://www.cs.utexas.edu/ downing/papers/PatriotA1992.pdf
y el informe oficial: http://www.fas.org/spp/starwars/gao/im92026.htm
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que el mayor error relativo (y si son de la misma magnitud, su
suma).

e Al dividir por un numero mayor o igual que 1, el error ab-
soluto es aproximadamente el error absoluto del numerador
partido por el denominador y el error relativo es el error rela-
tivo del numerador (esencialmente como en la multiplicacién).
Al dividir por nimeros cercanos a cero, lo que ocurre es que
se perdera precision absoluta y si luego se opera con niimeros
de magnitud similar, el error de cancelacion puede ser impor-
tante. Comparense las siguientes cuentas:

33
26493 — 00019456 — —0.256 (el resultado buscado) .
33
26493 — — = —13,024
6495 0.001245 30

Si bien el error relativo de truncacién es solo de 4 x 10™* (me-
dia milésima), el error relativo del resultado es de 49.8 (es
decir, el resultado obtenido es 50 veces mas grande que el que
debia ser). Este (esencialmente) es el problema fundamental
de los métodos de resoluciéon de sistemas que utilizan divisio-
nes (como el de Gauss y por supuseto, el de Cramer). Cuando
se explique el método de Gauss, se vera que es conveniente
buscar la manera de hacer las divisiones con los divisores mas
grandes posibles (estrategias de pivotaje).

3. Acotar el error

Como se dijo antes, lo importante no es saber con precisién el error
cometido en una medicién o al resolver un problema, pues con casi
certeza, esto sera imposible, sino tener una idea y, sobre todo, tener
una buena cota: saber que el error absoluto cometido es menor que
una cantidad y que esta cantidad sea lo mas ajustada posible (seria
inttil, por ejemplo, decir que 2.71 es una aproximaciéon de e con un
error menor que 400).

Asi pues, lo tnico que se podra hacer realmente serda estimar un
nimero mayor que el error cometido y razonablemente pequeno. Eso
es acotar.

3.1. Algunas cotas. Lo primero que ha de hacerse es acotar el
error si se conoce una cantidad con una variacién aproximada. Es decir,
si se sabe que * = a *+ ¢, donde ¢ > 0, el error que se comete al
utilizar a en lugar de z es desconocido (esto es importante) pero es a
lo sumo, €. Por lo tanto, el error relativo que se comete es, a lo sumo el
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error absoluto dividido entre el menor de los valores posibles en valor
absoluto: en este caso €/(|a — €).

EJEMPLO 4. Si se sabe que m = 3.14 £ 0.01, se sabe que el error
absoluto maximo cometido es 0.01, mientras que el error relativo es

como mucho 0.01
— ~.003194
3.13]

(més o menos 1/300).

Téngase en cuenta que, si lo que se busca es una cota superior y
se ha de realizar una divisién, ha de tomarse el divisor lo mds pequerio
posible (cuanto menor es el divisor, mayor es el resultado). Con esto se
ha de ser muy cuidadoso.

Las reglas de la pagina 14 son esenciales si se quiere acotar el error
de una serie de operaciones aritméticas. Como se dice alli, ha de tenerse
un cuidado muy especial cuando se realizan divisiones con niimeros me-
nores que uno, pues posiblemente se llegue a resultados intutiles (como
que “el resultado es 7 pero el error absoluto es 237).



CAPITULO 2

Ecuaciones no lineales: soluciones numéricas

Se estudia en este capitulo el problema de resolver una ecuacién no
lineal de la forma f(x) = 0, dada la funcién f y ciertas condiciones
inciales.

Cada uno de los algoritmos que se estudia tiene sus ventajas e in-
convenientes; no hay que desechar ninguno a priori simplemente porque
“sea muy lento” —esta es la tentacion facil al estudiar la convergen-
cia de la biseccion. Como se vera, el “mejor” algoritmo de los que se
estudiardan —el de Newton-Raphson— tiene dos pegas importantes:
puede converger (o incluso no hacerlo) lejos de la condicién inicial (y
por tanto volverse inttil si lo que se busca es una raiz “cerca” de un
punto) y ademds, requiere computar el valor de la derivada de f en
cada iteracién, lo cual puede tener un coste computacional excesivo.

Antes de proseguir, nétese que todos los algoritmos se describen con
condiciones de parada en funcion del valor de f, no con condiciones de
parada tipo Cauchy. Esto se hace para simplificar la exposicién. Si se
quiere garantizar un nimero de decimales de precision, es necesario o
bien evaluar cambios de signo cerca de cada punto o bien hacer un
estudio muy detallado de la derivada, que esta mas alla del alcance de
este curso a mi entender.*

1. Introduccién

Calcular raices de funciones —y especialmente de polinomios— es
uno de los problemas clasicos de las Matematicas. Hasta hace unos
doscientos anos se pensaba que cualquier polinomio podia “resolverse
algebraicamente”, es decir: dada una ecuacion polinémica a,x™ + - - -+
a1z + ag = 0 habria una férmula “con radicales” que daria todos los
ceros de ese polinomio, como la féormula de la ecuaciéon de segundo
grado pero para grado cualquiera. La Teoria de Galois mostré que esta
idea no era més que un bonito sueno: el polinomio general de quinto
grado no admite una solucién en funciéon de radicales.

De todos modos, buscar una férmula cerrada para resolver una
ecuaion no es mas que una manera de postponer el problema de la
aproximacién, pues al fin y al cabo (y esto es importante):
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Fixme: Ejemplo de las
cuentas del ano pasado

Fixme: Ditto here
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Las tnicas operaciones que se pueden hacer con precision total
siempre son la suma, la resta y la multiplicacién.

Ni siquiera es posible dividir y obtener resultados exactos'.

En fin, es logico buscar maneras lo més precisas y rapidas posibles
de resolver ecuaciones no lineales y que no requieran operaciones mucho
més complejas que la propia ecuacién (claro).

Se distinguiran en este capitulo dos tipos de algoritmos: los “geo-
métricos”, por lo que se entienden aquellos que se basan en una idea
geométrica simple y el “de punto fijo”, que requiere desarrollar la idea
de contractividad.

Antes de proseguir, hay dos requerimientos esenciales en cualquier
algoritmo de busqueda de raices:

e Especificar una precisidn, es decir, un € > 0 tal que si | f(c)| < €
entonces se asume que ¢ es una raiz. Esto se debe a que, al
utilizar un ntimero finito de cifras, es posible que nunca ocurra
que f(c) = 0, siendo ¢ el valor que el algoritmo obtiene en cada
paso*.

e Incluir una condicion de parada. Por la misma razén o por fa-
llos del algoritmo o porque la funciéon no tiene raices, podria
ocurrir que nunca se diera que |f(c)| < e. Es imprescindi-
ble especificar un momento en que el algoritmo se detiene, de
manera determinista. En estas notas la condiciéon de parada
serd siempre un nimero de repeticiones del algoritmo, N > 0:

7 %

si se sobrepasa, se devuelve un “error”*.

2. Algoritmos “geométricos”

Si suponemos que la funcién f cuya raiz se quiere calcular es conti-
nua en un intervalo compacto [a, b] (lo cual es una suposicién razona-
ble), el Teorema de Bolzano puede ser de utilidad, si es que sus hipdtesis
se cumplen. Recordemos:

TEOREMA 1 (Bolzano). Sea f : [a,b] — R una funcién continua
en [a,b] y tal que f(a)f(b) <O (es decir, cambia de signo entre a y b).
Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

El enunciado afirma que si f cambia de signo en un intervalo cerra-
do, entonces al menos hay una raiz. Se podria pensar en muestrear el
intervalo (por ejemplo en anchuras (b — a)/10") e ir buscando subinter-

valos mas pequenos en los que sigue cambiando el signo, hasta llegar a

IPodria argumentarse que si se dividen ntmeros racionales se puede escri-
bir el resultado como decimales periddicos, pero esto sigue siendo “postponer el
problema”.
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un punto en que la precision hace que hayamos localizado una raiz “o
casi”. En realidad, es mas simple ir subdividiendo en mitades. Esto es
el algoritmo de biseccion.

3. El algoritmo de biseccién

Se parte de una funcién f, continua en un intervalo [a, b], y de los
valores a y b. Como siempre, se ha de especificar una precisién € > 0 (si
|f(c)| < € entonces ¢ es una “raiz aproximada”) y un nimero maximo
de ejecuciones del bucle principal N > 0. Con todos estos datos, se
procede utilizando el Teorema de Bolzano:

Si f(a)f(b) < 0, puesto que f es continua en [a, b, tendrd alguna

a-+b
raiz. Témese ¢ como el punto medio de [a, b], es decir, ¢ = % Hay

tres posibilidades:

e O bien |f(c)| < €, en cuyo caso se termina y se devuelve el
valor ¢ como raiz aproximada.

e O bien f(a)f(c) < 0, en cuyo caso se sustituye b por c y se
repite todo el proceso.

e O bien f(b)f(c) < 0, en cuyo caso se sustituye a por ¢y se
repite todo el proceso.

La iteracion se realiza como mucho N veces (para lo cual hay que llevar
la cuenta, obviamente). Si al cabo de N veces no se ha obtenido una
raiz, se termina con un mensaje de error.

El enunciado formal es el Algoritmo 3. Nétese que se utiliza un
signo nuevo: a <+ b, que indica que los valores de a y b se intercambian.

4. El algoritmo de Newton-Raphson

Una idea geométrica clésica (y de teorfa cldsica de la aproxima-
cién) es, en lugar de calcular una solucién de una ecuacién f(z) = 0
directamente, utilizar la mejor aproximacion lineal a f, que es la recta
tangente en un punto. Es decir, en lugar de calcular una raiz de f, uti-
lizar un valor (z, f(x)) para trazar la recta tangente a la grafica de f en
ese punto y resolver la ecuacion dada por el corte de esta tangente con
el eje OX, en lugar de f(x) = 0. Obviamente, el resultado no serd una
raiz de f, pero en condiciones generales, uno espera que se aproxime
algo (la solucién de una ecuacién aproximada deberia ser una solucién
aproximada). Si se repite el proceso de aproximacién mediante la tan-
gente, uno espera ir acercandose a una raiz de f. Esta es la idea del
algoritmo de Newton-Raphson.
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Algoritmo 3 (Algoritmo de Biseccién)

Input: una funcién f(x), un par de numeros reales, a,b con
f(a)f(b) <0, una tolerancia ¢ > 0 y un limite de iteraciones N > 0
Output o bien un mensaje de error o bien un ntimero real ¢ entre a
y b tal que |f(c)| < € (una raiz aproximada)
*PRECONDICION
if a+b¢&Ror f(b) R [overflow] then
return ERROR
end if
*INICIO
140,21 a,xg< b
[en cada iteracién es posible NaN e oo

while |f(z;)| > eand i < N do
Ti—1 +Z;

2

[Nunca comparar signos asi|
if f(xi—l)f('ri+1> < 0 then
T; < T;_1 [intervalo [a,c]]
else
Ti11 <> x; [intervalo [c,b]]
end if
14141
end while
if 7 > N then
return ERROR
end if
return c < z;

Tir1 [punto medio (posible overflow)]

Recuérdese que la ecuacion de la recta que pasa por el punto (xg, yo)
y tiene pendiente b es:

Y = b(X — x0) + yo

asi que la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x0, f(x0)) es (suponiendo que f es derivable en z):

Y = f(20)(X — o) + f(w0).

El punto de corte de esta recta con el eje OX es, obviamente,

o= (o 239

suponiendo que existe (es decir, que f’(zg) # 0).
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La iteracion, si se supone que se ha calculado x,, es, por tanto:

n

Asi que se tiene el Algoritmo 4. En el enunciado solo se especifica un
posible lugar de error para no cargarlo, pero hay que tener en cuenta
que cada vez que se evalia f o cada vez que se realiza una operacién
(cualquiera) podria ocurrir un error de coma flotante. Aunque en los
enunciados que aparezcan de ahora en adelante no se mencionen todos,
el alumno debe ser consciente de que cualquier implementacién ha de
emitir una excepcién (raise an exception) en caso de que haya un fallo
de coma flotante.

Algoritmo 4 (Algoritmo de Newton-Raphson)

Input: una funcién f(x) derivable, una semilla zy € R, una toleran-
cia € > 0 y un limite de iteraciones N > 0
Ouput: o bien un mensaje de error o bien un nimero real ¢ tal que
|f(c)] < € (es decir, una raiz aproximada)
*INICIO
140
while |f(z;)| > eand i < N do
f(x)
f'(wi)

Tip1 < T — [posibles NaN e oo

14— 1+1
end while
if i > N then
return ERROR
end if
return c < z;

5. El algoritmo de la secante

f(@n)
f'(xn)
la que hay que calcular el valor de dos expresiones: f(z,)y f'(z,), lo
cual puede ser exageradamente costoso. Ademas, hay muchos casos en
los que ni siquiera se tiene informacién real sobre f'(z), asi que puede
ser hasta utopico pensar que el algoritmo es utilizable.

Una solucién a esta pega es aproximar el calculo de la derivada utili-
zando la idea geométrica de que la tangente es el limite de las secantes;
en lugar de calcular la recta tangente se utiliza una aproximaciéon con

El algoritmo de Newton-Raphson contiene la evaluacion , para
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dos puntos que se suponen “cercanos”’. Como todo el mundo sabe, la
derivada de f(z) en el punto c es, si existe, el limite

e h) = (o)

h—0 h

En la situacién del algoritmo de Newton-Raphson, si en lugar de uti-
lizar un solo dato x,, se recurre a los dos anteriores, x,, v ,_1, se
puede pensar que se estd aproximando la derivada f’(x,) por medio
del cociente

f/(xn) ~ f(xn) B f(xn—l)’

Tn — Tp—1

y por tanto, la férmula para calcular el término x,,; quedaria

Tp — Tp-
f(@n) = flan-1)’

y con esto se puede ya enunciar el algoritmo correspondiente. Téngase
en cuenta que, para comenzarlo, hacen falta dos semillas, no basta con
una. El factor de f(x,) en la iteracién es justamente el inverso de la
aproximacién de la derivada en x,, utilizando el punto z,,_; como z,,+h.

Tp41 = Tn — f(xn>

Algoritmo 5 (Algoritmo de la secante)

Input: Una funcién f(x), una tolerancia e > 0, un limite de itera-
ciones N > 0y dos semillas x_1,xg € R
Output: O bien un nimero ¢ € R tal que |f(c¢)] < € o bien un
mensaje de error

*INICIO
10
while |f(z;)| > eand i < N do

Ty — Tj—1
AR (T
11+ 1

end while

if + > N then
return ERROR

end if

return c < z;

[posibles NaN e oo

Es conveniente, al implementar este algoritmo, conservar en memo-
ria no solo , y z,_1, sino los valores calculados (que se han utilizado
va) f(z,)y f(x,_1), para no computarlos més de una vez.
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6. Puntos fijos

Los algoritmos de punto fijo (que, como veremos, engloban a los
anteriores de una manera indirecta) se basan en la nocién de contrac-
tividad, que no refleja mas que la idea de que una funcién puede hacer
que las imagenes de dos puntos cualesquiera estén mas cerca que los
puntos originales (es decir, la funcién contrae el conjunto inicial). Es-
ta nocién, ligada directamente a la derivada (si es que la funcién es
derivable), lleva de manera directa a la de punto fijo de una iteracién
y, mediante un pequeno artificio, a poder resolver ecuaciones generales
utilizando iteraciones de una misma funcién.

6.1. Contractividad: las ecuaciones g(z) = z. Sea ¢ una fun-
cién real de una variable real derivable en un punto c. Esto significa
que, dado cualquier infinitésimo o, existe otro o tal que

glc+0) = g(c) + g'(¢)o + oo,

es decir, que cerca de c, la funcion g se aproxima muy bien mediante
una funcion lineal.

Supongamos ahora que o es la anchura de un intervalo “pequeno”
centrado en c. Si olvidamos el error supralineal (es decir, el término
oo1), pues es “infinitamente mas pequeno” que todo lo demés, se pue-
de pensar que el intervalo (¢ — o,c + o) se transforma en el intervalo
(g(c) — ¢'(c)o,g(c) + ¢'(c)o): esto es, un intervalo de radio o se trans-
forma aproximadamente, por la aplicacién g en uno de anchura ¢'(c)o
(se dilata o se contrae un factor ¢’(c)). Esta es la nocién equivalente
de derivada que se utiliza en la formula de integraciéon por cambio de
variable (el Teorema del Jacobiano): la derivada (y en varias variables
el determinante jacobiano) mide la dilatacién o contraccion que sufre
la recta real (un abierto de R™) justo en un entorno infinitesimal de un
punto.

Por tanto, si |¢'(c)| < 1, la recta se contrae cerca de c.

Supdngase que eso ocurre en todo un intervalo [a, b]. Para no cargar
la notacién, supongamos que ¢’ es continua en [a,b] y que se tiene
|g'(x)] < 1 para todo = € [a,b] —es decir, g siempre contrae la recta.
Para empezar, hay un cierto A < 1 tal que |g(x)| < A, por el Teorema
de Weierstrass (hemos supuesto ¢’ continua). Por el Teorema del Valor
Medio (en la forma de desigualdad, pero importa poco), resulta que,
para cualesquiera xy, s € [a,b], se tiene que

lg(21) — g(z2)| < M|zt — 22,

en castellano: la distancia entre las imagenes de dos puntos es menor
que X por la distancia enre los puntos, pero como A es menor que
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1, resulta que la distancia entre las imdgenes es siempre menor que
entre los puntos iniciales. Es decir: la aplicacion g esta contrayendo el
intervalo [a, b] por todas partes.

Hay muchos énfasis en el parrafo anterior, pero son necesarios por-
que son la clave para el resultado central: la existencia de un punto
fijo.

Se tiene, por tanto, que la anchura del conjunto g([a, b]) es menor o
igual que A(b—a). Si ocurriera ademds que g([a, b]) C [a,b], es decir, si
g transformara el segmento [a, b] en una parte suya, entonces se podria
calcular también ¢(g([a,b])), que serfa una parte propia de g([a,b]) v
que tendrfa anchura menor o igual que A\ (b — a) = A*(b — a). Ahora
podria iterarse la composiciéon con g y, al cabo de n iteraciones se
tendria que la imagen estaria contenida en un intervalo de anchura
A'(b — a). Como A < 1, resulta que estas anchuras van haciéndose
cada vez mas pequenas. Una sencilla aplicacién del Principio de los
Intervalos Encajados probaria que en el limite, los conjuntos g([a, b]),
g(g([a, b)), ..., g"([a,b]), ..., terminan cortdndose en un solo punto «.
Ademsds, este punto, por construccion, debe cumplir que g(a) = a, es
decir, es un punto fijo. Hemos mostrado (no demostrado) el siguiente

TEOREMA 1. Sea g : [a,b] — [a,b] una aplicacion de un intervalo
cerrado en si mismo, continua y derivable en [a,b]. Si existe A < 1
positivo tal que para todo x € [a,b] se tiene que |¢'(x)] < A, entonces
existe un unico punto « € [a,b] tal que g(a) = .

Asi que, si se tiene una funcién de un intervalo en si mismo cuya
deriva se acota por una constante menor que uno, la ecuacién g(x) = x
tiene una unica soluciéon en dicho intervalo. Ademas, la explicacién
previa al enunicado muestra que para calcular o basta con tomar cual-
quier z del intervalo e ir calculando g(z), g(g(x)), ...: el limite es a,
independientemente de z.

Por tanto, resolver ecuaciones de la forma g(x) = x para funciones
contractivas es tremendamente simple: basta con iterar g.

6.2. Aplicacién a ecuaciones cualesquiera f(z) = 0. Pero por
lo general, nadie se encuentra una ecuacién del tipo g(z) = z; lo que
se busca es resolver ecuaciones como f(z) = 0.

Esto no presenta ningtn problema, pues:

f@)=0ez—flr)=2

de manera que buscar un cero de f(x) equivale a buscar un punto fijo
de g(x) =z — f(x).

En realidad, si ¢(z) es una funcién que no se anula nunca, buscar
un cero de f(x) equivale a buscar un punto fijo de g(x) = x—¢(x) f(x).
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Esto permite, por ejemplo, escalar f para que su derivada sea cercana
a 1 en la raiz y asi que ¢’ sea bastante pequeno, para acelerar el proceso
de convergencia. O se puede simplemente tomar g(x) = x — c¢f(z) para
cierto ¢ que haga que la derivada de g sea relativamente pequena en
valor absoluto*.

6.3. El algoritmo. Laimplementacion de un algoritmo de btisque-
da de punto fijo es muy sencilla. Como todos, requiere una tolerancia
€ y un numero maximo de iteraciones N. La pega es que el algoritmo
es inttil si la funcién g no envia un intervalo [a, b] en si mismo. Esto es
algo que hay que comprobar a priori:

NoTA 1. Sea g : [a,b] — R una aplicacién. Si se quiere buscar un
punto fijo de g en [a, b] utilizando la propiedad de contractividad, es
necesario:

e Comprobar que ¢([a,b]) C [a,b].
e Si g es derivable? en todo [a,b], comprobar que existe A € R
tal que 0 < A < 1y parael que |¢'(x)| < X para todo = € [a, b].

Supuesta esta comprobacion, el algoritmo para buscar el punto fijo
de g : [a,b] — [a,b] es el siguiente:

Algoritmo 6 (Buisqueda de punto fijo)

Input: una funcién g (que ya se supone contractiva, etc...), una
semilla z¢ € [a,b], una tolerancia ¢ > 0 y un nimero maximo de
iteraciones N > 0
Output: o bien un nimero ¢ € [a, b] tal que |¢ — g(c)| < € o bien un
mensaje de error
*INICIO
14 0,c+ x9
while |c — g(¢)| > eand i < N do
¢+ g(c)
11+ 1
end while
if 7 > N then
return ERROR
end if
return c

28i g no es derivable, se requiere una condicién mucho mas complicada de
verificar: que |g(z) — g(a’)| < A|g(x) — g(2)| para cierto 0 < A < 1 y para todo par
x,2’' € |a,b]. Esto es la condicidn de Lipschitz con constante menor que 1.

Fixme:Sin terminar:
falta  completar esta
seccion, obviamente
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6.4. Utilizacion para cémputo de raices. El algoritmo de pun-
to fijo se puede utilizar para computar raices, como se explicé en la
Seccién 6.2; para ello, si la ecuacién tiene la forma f(z) = 0, puede
tomarse cualquier funcién g(x) de la forma

g(x) =z — kf(z)

donde k£ € R es un numero conveniente. Se hace esta operacion para
conseguir que g tenga derivada cercana a 0 cerca de la raiz, y para que,
si x es la raiz (desconocida), conseguir asi que g defina una funcién
contractiva de un intervalo de la forma [x — p, x + p| (que serd el [a, b]
que se utilice).

Lo dificil, como antes, es probar que g es contractiva y envia un
intervalo en un intervalo.

6.5. Velocidad de convergencia. Si se tiene la derivada acota-
da en valor absoluto por una constante A\ < 1, es relativamente sen-
cillo acotar la velocidad de convergencia del algoritmo del punto fijo,
pues como se dijo antes, la imagen del intervalo [a,b] es un intervalo
de anchura A(b — a). Tras iterar i veces, la imagen de la composi-
cion g'([a,b]) = g(g(. .. (g9([a,b])))) (una composicién repetida i veces)
estd incluida en un intervalo de longitud A'(b — a), de manera que se
puede asegurar que la distancia entre la composicién ¢g*(x) y el punto
fijo ¢ es como mucho A (b — a). Si X\ es suficientemente pequetio, la
convergencia puede ser muy rapida.

EJEMPLO 5. Si[a,b] = [0,1] y |(|]¢'(z)) < .1, se puede asegurar que
tras cada iteracion, hay un decimal exacto en el punto calculado, sea
cual sea la semilla.

6.6. El algoritmo de Newton-Raphson en realidad es de
punto fijo. Este apartado no se explicara con detalle en estas notas,
pero téngase en cuenta que la expresion

Trg1 = Ty — f(@n)
f(zn)
corresponde a buscar un punto fijo de la funcion
1
g(x) =z — mf(ﬂv)
que, como ya se explicd, es una manera de convertir una ecuacién
f(x) = 0 en un problema de punto fijo. La derivada de g es, en es-

te caso:
f'(@)? = f(@)f"(x)
f(x)?

g(x)=1-
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que, en el punto y en que f(x) = 0 vale ¢’(x) = 0. Es decir, en el punto
fijo, la derivada de g es 0. Esto hace que la convergencia (una vez que
uno estd “cerca” del punto fijo) sea muy rapida (se dice de sequndo
orden).

De hecho, se puede probar el siguiente resultado:

TEOREMA 2. Supongamos que f es una funcion derivable dos veces
en un intervalo [r — €, + €|, que r es una raiz de f y que se sabe que

e La derivada sequnda estd acotada superiormente: |f"(x)| < K
para x € [r —¢€,r + €,
e La derivada primera estd acotada inferiormente: |f'(z)| > L
para x € [r —€,r + €
Entonces, si xy € [r —€,r + €], el siguiente elemento de la iteracion de
Newton-Raphson estd también en el intervalo y

| <5 h
r—x —||r — x|".
k+1 oL k

Como corolario, se tiene que:

COROLARIO 1. 57 las condiciones del Teorema 2 se cumplen y
€ < 0.1 y K < 2L, entonces a partir de k, cada iteracion de Newton-
Raphson obtiene una aproximacion con el doble de cifras exactas que
la aproximacion anterior.

DEMOSTRACION. Esto es porque, si suponemos que k = 0, entonces
xo tiene al menos una cifra exacta. Por el Teorema, x, difiere de r en
menos que 0.12 = .01. Y a partir de ahora el nimero de ceros en la
expresion se va duplicando. 0

Para utilizar el Teorema 2 o su corolario, es preciso:

e Saber que se estd cerca de una raiz. La manera comun de
verificarlo es computando f cerca de la aproximacién (hacia
la derecha o la izquierda): si el signo cambia, ha de haber una
raiz (pues f es continua, al ser derivable).

e Acotar la anchura del intervalo (saber que se estd a distancia
menor de 1/10, por ejemplo.

e Acotar f”(z) superiormente y f’(x) inferiormente (esto puede
ser sencillo o no).

7. Anexo: Cédigo en Matlab/Octave

Se incluyen a continuacién algunos listados con implementaciones
“correctas” de los algoritmos descritos en este capitulo, utilizables tan-
to en Matlab como en Octave. Téngase en cuenta, sin embargo, que,
puesto que ambos programas tienen cuidado de que las operaciones en
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coma flotante no terminen en un error irrecuperable, las implementacio-
nes que se presentan no incluyen ninguna revision de posibles errores.
Por ejemplo, en cualquiera de estos algoritmos, si se utiliza la funcion
log(z) y se evalda en un numero negativo, el algoritmo posiblemente
continuard y quizas incluso alcance una raiz (real o compleja). No se
han incluido estos tests para no complicar la exposicién.

7.1. Implementacion del algoritmo de biseccion. El siguien-
te codigo implementa el algoritmo de biseccién en Octave/Matlab. Los
parametros de entrada son:

f: una funcién anénima,

a: el extremo izquierdo del intervalo,

b: el extremo derecho del intervalo,

epsilon: una tolerancia (por defecto, eps),

n: un ndmero maximo de iteraciones (por defecto, 50).

La salida puede ser nula (si no hay cambio de signo, con un mensaje)
o una raiz aproximada en la tolerancia o bien un mensaje (warning)
junto con el dltimo valor calculado por el algoritmo (que no serd una
raiz aproximada en la tolerancia). El formato de la salida, para facilitar
el estudio es un par [z, N] donde z es la raiz aproximada (o el valor
més cercano calculado) y N es el niimero de iteraciones hasta calcularla.

7.2. Implementacion del algoritmo de Newton-Raphson.
El algoritmo de Newton-Raphson es mas sencillo de escribir (siem-
pre sin tener en cuenta las posibles excepciones de coma flotante), pero
requiere un dato mas complejo en el input: la derivada de f, que debe
ser otra funciéon andénima.

Como se ha de utilizar la derivada de f y no se quiere suponer que
el usuario tiene un programa con calculo simbélico, se requiere que uno
de los pardametros sea explicitamente la funcién f’(z). En un entorno
con calculo simbdlico esto no seria necesario.

Asi, la entrada es:

f: una funciéon anénima,

fp: otra funcién anénima, la derivada de £,

x0: la semilla,

epsilon: una tolerancia (por defecto eps),

N: el ndmero maximo de iteraciones (por defecto 50).

El formato de la salida, para facilitar el estudio es un par [xn, N]

donde xn es la raiz aproximada (o el valor mas cercano calculado) y N
es el numero de iteraciones hasta calcularla.
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% Algoritmo de biseccion con error admitido y limite de parada
% Tengase en cuenta que en TODAS las evaluaciones f(...) podria
% ocurrir un error, esto no se tiene en cuenta en esta implementacion
% (en cualquier caso, se terimara)
function [z, N] = Bisec(f, x, y, epsilon = eps, n = 50)

N = 0;

if (£(x)*£f(y)>0)

warning(’no hay cambio de signo’)

return
end
% guardar valores en memoria
fx = f(x);
fy = £(y);
if (fx == 0)
zZ = X;
return
end
if (fy == 0)
z =V
return
end
z = (x+y)/2;
fz = f(z);
while (abs(fz) >= epsilon & N < n)
N =N+ 1;

% multiplicar SIGNOS, no valores
if (sign(fz)*sign(fx) < 0)
y = z;
fy = fz;
else
X = z;
fx = fz;
end
% podria haber un error
z = (x+y)/2;
fz = £(z);
end
if (N >= n)
warning (’No se ha alcanzado el error admitido antes del limite.’)
end
end

Ficura 1. Codigo del algoritmo de Biseccion



9

30 2. ECUACIONES NO LINEALES: SOLUCIONES NUMERICAS

% Implementacion del metodo de Newton-Raphson
function [z n] = NewtonF(f, fp, x0, epsilon = eps, N = 50)
n = 0;
xn = x0;
% Se supone que f y fp son funciones
fn = f(xn);
while (abs(fn) >= epsilon & n <= N)
n =mn+ 1;
fn = f(xn); % evaluar una sola vez

% siguiente punto

xn = xn - fn/fp(xn); J podria haber una excepcion
end
z = xn;
if(n == N)
warning (’No converje en MAX iteraciones’);
end

end

FiGurA 2. Implementacion de Newton-Raphson



CAPITULO 3

Solucion aproximada de sistemas lineales

Se estudia en este capitulo una coleccién de algoritmos clasicos pa-
ra resolver de manera aproximada sistemas de ecuaciones lineales. Se
comienza con el algoritmo de Gauss (y su interpretacién como factori-
zacién LU) y se discute brevemente su complejidad. Se aprovecha esta
seccién para introducir la nocién de nimero de condicion de una matriz
y su relacién con el error relativo (de manera sencilla, sin contemplar
posibles errores en la matriz). A continuacion se introducen los algorit-
mos de tipo punto fijo (se estudian especificamente dos de ellos, el de
Jacobi y el de Gauss-Seidel), y se compara su complejidad con la del
algoritmo de Gauss.

Aunque los algoritmos son interesantes de por si (y su enunciado
preciso también), es igual de importante conocer las condiciones de
utilidad de cada uno, de manera al menos teérica (por ejemplo, la ne-
cesidad de que la matriz de un algoritmo de punto fijo sea convergente,
nocién andloga en este contexto a la contractividad). No se discutiran
en profundidad aspectos relacionados con el espectro de una aplicacién
lineal, aunque es la manera mas simple de comprender la necesidad de
la condiciéon de convergencia.

En todo este tema, se supone que ha de resolverse un sistema de
ecuaciones lineales de la forma

(1) Az =b

donde A es una matriz cuadrada de orden n y b es un vector de R".
Se supone, siempre que A no es singular (es decir, que el sistema es
compatible determinado).

1. El algoritmo de Gauss y la factorizacén LU

Partiendo de la Ecuacién (1), el algoritmo de Gauss consiste en
transformar A y b mediante operaciones “sencillas” en una matriz A
triangular superior, para que el nuevo sistema Az = b sea directamente
soluble mediante sustitucion regresiva (es decir, se puede calcular la
variable z,, despejando directamente y, sustituyendo “hacia arriba” en
la ecuacion n — 1, se puede calcular z,,_1, etc.) Es obvio que se requiere
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que la solucién del sistema nuevo sea la misma que la del original. Para
ello, se permiten realizar la siguiente operacion:

e Se puede sustituir una ecuacién E; (la fila i—ésima de A) por
una combinacion lineal de la forma F; + A\E, donde k < iy
A € R. Si se hace esto, también se sustituye b; por b; + Aby.

El hecho de que la combinacién tenga coeficiente 1 en E; es lo que
obliga a que las soluciones del sistema modificado sean las mismas que
las del original.

LEMA 1. Para transformar una matriz A en una matriz A sequn la
operacion anterior, basta multiplicar A por la izquierda por la matriz
Lix(N\) cuyos elementos son:

o Sim =mn, entonces (Lix(A))mn =1 (diagonal de 1).
o Sim =i,n =k, entonces (Liy(\))mn = A (el elemento (i, k)
es A).

e Cualquier otro elemento es 0.

EJEMPLO 6. Si se parte de la matriz A

3 2 -1 4
0 1 4 2
A=16 1 o 5
1 4 3 -2

y se combina la fila 3 con la fila 1 por —2 (para “hacer un cero en el
6), entonces se ha de multiplicar por Lz;(—2)

1 000 3 2 -1 4 3 2 -1 4
0 1 00 o 1 4 2| (0 1 4 2
-2 010 6 -1 2 5] (0 -5 4 =3
0 0 01 1 4 3 =2 1 4 3 =2

De manera simplificada, el algoritmo de Gauss puede enunciarse
como indica el Algoritmo 7.

La linea marcada con el asterisco en el Algoritmo 7 es exactamen-
te la multiplicacién de A por la izquierda por la matriz Lji(—my;).
Asi que al final, la matriz fl, triangular superior, es un producto de
esas matrices:

(2> A = Ln,n—l(_mn,n—l)Ln,n—2<_mn,n—2) ce LQ,l(_mQ,l)A = EA

donde L es una matriz triangular inferior con 1 en la diagonal (esto es
un sencillo ejercicio). Resulta también sencillo comprobar que (y esto
realmente parece magia) que*
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Algoritmo 7 (Algoritmo de Gauss para sistemas lineales)

Input: Una matriz A y un vector b, ambos de orden n
Output: O bien un mensaje de error o bien una matriz A y un vector
b tales que Aes triangular superior y que el sistema Az = b tiene las
mismas soluciones que el Az =b
xINICIO
A+ A b+ b1+ 1
while i <n do
return ERROR [divisién por cero]
end if
[combinar cada fila bajo la i con la i
j—1+1
while j <n do
mj — A]z/Au
[La siguiente linea es un bucle, cuidado]
Aj = Ay —myA; 4]
bj — bj — mwbl
j—Jj+1
end while
14 1+1
end while
return A, b

LEMA 1. La matriz inversa del producto de todas las matrices de (2)
es la matriz triangular inferior que en cada componente (j,i) contiene
el valor mj;.

Asi que, sin mas complicacion, se ha demostrado el siguiente resul-
tado:

TEOREMA 3. Si en el proceso de reduccion de Gauss no hay ningin
elemento de la diagonal 1gual a 0, entonces existe una matriz L trian-
gular inferior cuyos elementos son los sucesivos multiplicadores en su
posicion correspondiente y una matriz diagonal superior U tal que

A=LU
y tal que el sistema Ux = b= L' es equivalente al sistema incial
Ax =D.

Con este resultado, se obtiene una factorizacion de A que simplifica
la resolucion del sistema original, pues se puede reescribir Az = b como
LUx = b; yendo por partes, se hace:
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e Primero se resuelve el sistema Ly = b, por sustitucion directa
—es decir, de arriba abajo, sin siquiera dividir.

e Luego se resuelve el sistema Ux = y, por sustitucion regresiva
—es decir, de abajo arriba.

Esta manera de resolver solo requiere conservar en memoria las matrices
Ly U y es muy rapida.

1.1. Complejidad del algoritmo de Gauss. Clasicamente, la
complejidad de los algoritmos que utilizan operaciones aritméticas se
media calculando el nimero de multiplicaciones necesarias (pues la
multiplicacién era una operacién mucho més compleja que la adicién).
Hoy dia esta medida es menos representativa, pues las multiplicaciones
en coma flotante se realizan en un tiempo practicamente equivalente al
de las adiciones (con ciertos matices, pero este es uno de los avances
importantes en velocidad de procesamiento).

De esta manera, si se supone que las divisiones pueden hacerse con
exactitud!, se tiene el siguiente resultado:

LEMA 2. 57 en el proceso de simplificacion de Gauss no aparece
ningun cero en la diagonal, tras una cantidad de a lo sumo (n — 1) +
(n—2) 4 --- 41 combinaciones de filas, se obtiene un sistema Az = b
donde A es tmangular SUPETLOT.

Cada combinacion de filas en el paso k, tal como se hace el algoritmo
requiere una multiplicacién por cada elemento de la fila (descontando
el que esta justo debajo del pivote, que se sabe que hay que sustituir
por 0), que en este paso da n — k productos, mas una divisién (para
calcular el multiplicador de la fila) y otra multiplicacién para hacer la
combinacion del vector. Es decir, en el paso k hacen falta

(n—k?+(n—k) +(n—k)

operaciones “complejas” (multiplicaciones, esencialmente) y hay que
sumar desde £ = 1 hasta k =n — 1, es decir, hay que sumar

n—1 n—1
d o2 i
=1 i=1

La suma de los primeros r cuadrados es (clasica) r(r + 1)(2r + 1)/6,
mientras que la suma de los primeros r nimeros es r7(r+1)/2. Asi pues,
en total, se tienen

(n—1n2n—-1)+1) n* n?® 5n

Cpe o
6 t-ln="s+3-5

1,0 cual es, como ya se ha dicho muchas veces, demasiado suponer.
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Para ahora resolver el sistema triangular superior flxi), hace falta una
divisién por cada linea y & — 1 multiplicaciones en la fila n — k (con k
desde 0 hasta n), asi que hay que sumarn+1+---+(n—1) = @
Por tanto, para resolver un sistema con el método de Gauss, hacen falta

en total

TLS n

3 +n?— 3 operaciones para Ax = b.

Si el algoritmo se utiliza para resolver m sistemas de la forma
Az = b; (para diferentes b;), todas las operaciones son iguales para
triangular A y simplemente hay que recomputar b; y resolver, Esto re-
quiere (n — 1) 4+ ---+ 1 =n(n — 1)/2 multiplicaciones (las del proceso
de triangulacién) y 1 + 2 + --- + n para “despejar”. Descontando las
que se hicieron en la resolucién de b, resulta que para resolver los m
sistemas, hacen falta:

n3

n
(3) 3 +mn? — 3 operaciones para m sistemas.

1.1.1. Comparacion con utilizar A~'. Es sencillo comprobar que el
calculo general de la inversa de una matriz requiere, utilizando el algo-
ritmo de Gauss-Jordan (o por ejemplo, resolviendo los sitemas Az = e;
para la base estandar) al menos n? operaciones. Hay mejores algorit-
mos (pero se estan intentando comparar métodos anédlogos). Una vez
calculada la inversa, resolver un sistema Ax = b consiste en multiplicar
b a la izquierda por A~!, que requiere (obviamente) n? productos. Por
tanto, la resolucién de m sistemas requiere

n® + mn? operaciones complejas.

Que siempre es mas grande que (3). Asi que, si se utiliza el método
de Gauss, es mejor conservar la factorizacién LU y utilizarla para “la
sustituciéon” que calcular la inversa y utilizarla para multiplicar por
ella.

Claro esta que esta comparacion es entre métodos andlogos: hay ma-
neras de computar la inversa de una matriz en menos (bastante menos)
de n3 operaciones (aunque siempre mas que un orden de n?log(n)).

1.2. Estrategias de Pivotaje, el algoritmo LUP. Como ya
se dijo, si en el proceso de reduccién gaussiana aparece un pivote (el
elemento que determina el multiplicador) con valor 0 (o incluso con
denominador pequenio), o bien puede no continuarse de manera normal
o bien puede que aparezcan errores muy grandes debido al redondeo.
Esto puede aliviarse utilizando estrategias de pivotaje: cambiando el
orden de las filas o de las columnas. Si solo se cambia el orden de
las filas, se dice que se realiza un pivotaje parcial. Si se hacen ambas
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operaciones, se dice que se realiza un pivotaje total. En estas notas solo
se estudiara el pivotaje parcial.

DEFINICION 8. Una matriz de permutacién es una matriz cuadra-
da formada por ceros salvo que en cada fila y en cada columna hay
exactamente un 1.

(Para que una matriz sea de permutacién basta con que se construya
a partir de la matriz identidad, permutando filas).

Es obvio que el determinante de una matriz de permutacion es
distinto de 0 (de hecho, es bien 1 bien —1). No es tan sencillo comprobar
que la inversa de una matriz de permutacion P es también una matriz
de permutacién y, de hecho, es PT (su traspuesta).

LEMA 3. Si A es una matrizn x m y P es una matriz cuadrada de
orden n, de permutacion que solo tiene 2 elementos fuera de la diago-
nal no nulos, digamos los (i,7) y (j,i) (pues tiene que ser simétrica),
entonces PA es la matriz obtenida a partir de A intercambiando las
filas ¢ y j. Para intercambiar por columnas se ha de hacer a la derecha
(pero no se explica aqui).

DEFINICION 9. Se dice que en el proceso de reducciéon de Gauss
se sigue una estrategia de pivotaje parcial si el pivote en el paso i es
siempre el elemento de la columna 7 de mayor valor absoluto.

Para realizar el algoritmo de Gauss con pivotaje parcial, basta rea-
lizarlo paso a paso salvo que, antes de fijar el pivote, se ha de buscar,
bajo la fila ¢ el elemento de mayor valor absoluto de la columna . Si
este estd en la fila j (y serd siempre j > i, al buscar por debajo de i),
entonces se han de intercambiar las filas ¢ y 7 de la matriz.

La estrategia de pivotaje da lugar a una factorizacion que no es
exactamente la LU, sino con una matriz de permutacién anadida:

LEMA 4. Dado el sistema de ecuaciones Axr = b con A no singular,
siempre existe una matriz P de permutacion y dos matrices L, U, la
primera triangular inferior, la sequnda triangular superior, con

PA=1LU.

La prueba de este resultado no es directa, hay que hacer un razo-
namiento por recuerrencia (sencillo pero no inmediato).

Tanto Octave como Matlab incluyen la funcién lu que, dada una
matriz A, devuelve tres valores: L, U y P.
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Por ejemplo, si

1 2 3 4

-1 -2 5 6

A_—1—2—37

0 12 7 8

entonces

1 00 0 1 2 3 4 1000
0 100 0 12 7 8 000 1
L=f_1 010l Yoo sw|l P=lo10o0
10 0 1 0 0 0 11 0010

Para calcular L, U y P no hay mas que realizar el algoritmo ordi-
nario de Gauss salvo que cuando se realice un intercambio entre la fila
1y la fila j se ha de realizar el mismo en la L hasta entonces calculada
(cuidado: solo en las primeras i — 1 columnas, la zona de la diagonal
con “1” no se ha de tocar) y multiplicar la P ya calculada (comenzando
con P =1d,) por la izquierda por P;; (la matriz de permutacién de las
filas iy j).

En fin, puede expresarse el algoritmo LUP como en el Algoritmo
8.

1.3. El nimero de condicion: comportamiento del error re-
lativo. ;Cémo es de “estable” la resolucién de un sistema de ecuacio-
nes lineales? Una manera muy simple de acercarse a este problema es
comparar los “errores relativos” en una solucién si se cambia el vector
b por uno modificado un poco. Supéngase que en lugar del sistema (1)
original, cuya solucion es x, se tiene uno modificado

Ay =b+db

donde db es un wector pequeno. La solucion sera de la forma z + dx,
para cierto 0z (que uno espera que sea pequeno).

La manera de medir tamanos de vectores es mediante una norma
(la més comun es la longitud, en el espacio eculideo, pero no es la que
se utilizard aqui). Como z es una solucién, se tiene que

A(x + dz) = b+ 6b,
asi que
Adx = b,

pero como se parte de una modificacién de b y estudiar como se modifica
x, despejando y queda
dx = A"'6b
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Algoritmo 8 (Factorizacién LU P para una matriz A)

Input: Una matriz A de orden n
Output: O bien un mensaje de error o bien tres matrices: L trian-
gular inferior con 1 en la diagonal, U triangular superior y P matriz
de permutacién tales que LU = PA
*INICIO
L+ 1d,,U <« Id,,P < Id,, 7 < 1
while i < n do
p < fila tal que |Up;| es maximo, con p > i
if U,; = 0 then
return ERROR [divisién por cero]
end if
[intercambiar filas i y p)
P« PP
U<+ P,U
[en L solo se intercambian las filas i y p de la submatriz
nx (i —1) de la izquierda, ver texto|
L+ L
[combinar filas en U y llevar cuenta en L]
Jg4—1+1
while j <=n do
mj; < U ji/ Ui
Uj < Uj — mUUl
Lji — My
Jj<g+1
end while
1 1+1
end while
return L, U, P

y midiendo tamanos (es decir, normas, que se denotan ||||), quedaria
loz]| = | A~ ob]].

Se esta estudiando el desplazamiento relativo, que es mas relevante
que el absoluto. Ahora se ha incluir ||z|| en el primer miembro. La
informacién que se tiene es que Az = b, de donde ||Az|| = ||b]|. Asi que

queda
loz]] _ [[A~*6b]
| Az| [ -
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pero esto no dice mucho (pues es una identidad obvia, se querria aco-
tar el desplazamiento relativo de la solucién si se desplaza un poco el
término independiente).

Supdngase que existe determinado objeto llamado norma de una
matriz, que se denotarfa || A|| que cumple que ||Azx| < ||Al|||z]]. Enton-
ces el miembro de la izquierda la ecuacion anterior, leida de derecha a
izquierda quedaria

|A= o0l floxl _ _llo=]]
1] [Az = ANl

y, por otro lado, aplicando el mismo razonamiento a la parte “de las
b”, se tendria que

1A~ [l18b]l  [lA~6b]
ol = el
y combinando todo,
1AM lsb] o llox]
el — PN
de donde, finalmente, se obtiene una cota superior para el desplaza-
miento relativo de x:

19 —1y,19bll
< [[A[A™ T
] 18]
El caso es que tal objeto, llamado norma de una matriz (o mas bien de
una aplicacion lineal) existe. De hecho, existen muchos. En estas notas

se va a utilizar el siguiente:

DEFINICION 10. Se denomina norma infinito de una matriz cua-
drada A = (a;;) al nimero

1<i<n 4

n
[Alloo = méx Y a1,
7j=1

es decir, el maximo de las sumas de los valores absolutos por filas.

En realidad, se podrian utilizar muchas otras definiciones, pero esta
es la que se usara en estas notas.

LEMA 5. La norma infinito cumple que, para cualquier vector x,
|AZ]|0o < [|AlloollZ|loo, donde |||l es la norma dada por el mdximo
de los valores absolutos de las coordenadas de x.

Es decir, si se toma como medida del tamano de un vector el maximo
de sus coordenadas en valor absoluto, y lo denominamos ||z ||, se tiene
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que

162]]oo 1y [190]lo
< Aol A™ oo :
[l 161]oc

Al producto [|Al|se]| A7} ||ee se le denomina niimero de condicién de la
matriz A para la norma infinito, se denota k(A) y mide exactamente
el maximo desplazamiento de la solucién si se desplaza un poco el
vector. Asi que, cuanto mas grande sea el niimero de condicién peor se
comportara en principio el sistema respecto de pequenos cambios en el
término independiente.

El nimero de condiciéon también sirve para acotar inferiormente el
error relativo cometido:

LEMA 6. Sea A una matriz no singular de orden n y x una solu-
cion del sistema Ax = b. Sea 0b un “desplazamiento” de las condiciones
iniciales y ox el “desplazamiento” correspondiente en la solucion. En-
tonces:

L [léb] _ lox| 16b]]
< < K(A)——.
K(A) (o]~ [l] 161l
Asi que se puede acotar el error relativo con el residuo relativo (el
nimero ||0b||/]0]).

EJEMPLO 7. Considérese el sistema

0.833z + 0.667y = 0.169
0.333z + 0.266y = 0.067

Su nimero de condiciéon para la norma infinito es 376.59, asi que un
cambio de una milésima relativo en las condiciones iniciales (el vec-
tor b) puede dar lugar a un cambio relativo de més del 37% en la
solucion. La de dicho sistema es z = 0.055+,y = 0.182+. Pero el
nimero de condicién tan grande avisa de que una pequena perturba-
cién originard grandes modificaciones en la soluciéon. Si se pone, en
lugar de b = (0.169,0.067) el vector b = (0.167,0.067) (un despla-
zamiento relativo del 1.1% en la primera coordenada), la solucién es
r = —0.0557+,y = 0.321+. Por un lado, la x no tiene siquiera el
mismo signo, por otro, el desplazamiento relativo en la y es del 76 %,
totalmente inaceptable. Imaginese que el problema describe un sistema
estatico de fuerzas y que las medidas se han realizado con instrumentos
de precisiéon de #1073, Para b = (0.168,0.067), la diferencia es menor
(aunque aun inaceptable en y), pero el cambio de signo persiste. . .

2. Algoritmos de punto fijo

Tanto la complejidad computacional del algoritmo de Gauss como
su inestabilidad respecto a la divisién por pequenos nimeros (debida a
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la introduccién inevitable de errores de redondeo) llevan a plantearse
buscar otro tipo de algoritmos con mejores propiedades. En algunas
situaciones seria incluso utopico plantearse resolver un sistema en un
cantidad similar a n® multiplicaciones (pongamos por caso que n ~ 106,
entonces n® ~ 10'® y harfa falta demasiado tiempo para realizar todas
las operaciones).

Si se parte de un sistema como el original (1), de la forma Az = b,
puede tratar de convertirse en un problema de punto fijo mediante una
separacion de la matriz A en dos, A = N — P, donde N es invertible.
De este modo, el sistema Az = b queda (N — P)x = b, es decir

(N—Px=b= Nx=b+Pr=1=N"'b+ N 'Pur,

si se llama ¢ = N7'by M = N7'P, queda el siguiente problema de
punto fijo

z=Mz+c

que, si puede resolverse, puede hacerse mediante iteraciones de la mis-
ma forma que en el Capitulo 2: se comienza con una semilla xq y se
itera

T, = Mzx,_1 +c,

hasta alcanzar una precision suficiente. Hacen falta los siguientes re-
sultados.

TEOREMA 4. Supongamos que M es una matriz de orden n y que
|M||s < 1. Entonces la ecuacion x = Mx+c tiene solucion tinica para
todo ¢ y la iteracion x, = Mz, 1 + ¢ converge a ella para cualquier
vector inicial xg.

TEOREMA 5. Dada la matriz M con ||M||. < 1, y dado zo una
semilla para el método iterativo del Teorema 4, si s es la solucion del
problema x = Mx + ¢, se tiene la siguiente cota:

M5

— || 1 — X .
Tl

|20 — sl <
Recuérdese que, para vectores, la norma infinito |||l viene dada por
el mayor valor absoluto de las componentes de x.

Con estos resultados, se explican los dos métodos bésicos iterativos
para resolver sistemas de ecuaciones lineales: el de Jacobi, que corres-
ponde a tomar N como la diagonal de A y el de Gauss-Seidel, que
corresponde a tomar N como la parte triangular inferior de A inclu-
yendo la diagonal.
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2.1. El algortimo de Jacobi. Si en el sistema Ax = b se “despe-
ja” cada coordeanada z;, en funcion de las otras, queda una expresion
asi:

1

Ti = a_(bi — T — = Q1T — Qi1 Tigl — 0 — Qinn),
ii

en forma matricial,
r=D"'b— (A— D)),

donde D es la matriz diagonal cuyos elementos no nulos son exacta-
mente los de la diagonal de A. En fin, puede escribirse, por tanto,

v=D'"%— DA~ D)z,

que es una ecuacioén de tipo punto fijo. Si la matriz D~'(A— D) cumple
las condiciones del Teorema 4, entonces la iteracién de Jacobi converge
para cualquier semilla xy y se tiene la cota del Teorema 5. Para com-
probar las condiciones, hace falta calcular D~'(A — D), aunque puede
comprobarse de otras maneras (véase el Lema 7).

2.2. El algoritmo de Gauss-Seidel. Si en lugar de utilizar la
diagonal de la matriz A para descomponerla, se utiliza la parte trian-
gular inferior (incluyendo la diagonal), se obtiene un sistema de la
forma

r=T'%—TYA~T)x,
que también es una ecuacién de punto fijo. Si la matriz T-1(A — T)
cumple las condiciones del Teorema 4, entonces la iteracion de Gauss-
Seidel converge para cualquier semilla g, y se tiene la cota del Teorema
5. Para comprobar las condiciones, harfa falta calcular T-1(A — T),
aunque puede comprobarse de otras maneras.

DEFINICION 11. Se dice que una matriz A = (a;;) es estrictamente
diagonal dominante por filas si

Jasi) > ) Jay;]
JF
para todo 7 entre 1 y n.

Para estas matrices, tanto el método de Jacobi como el de Gauss-
Seidel son convergentes:

LEMA 7. Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante
por filas, entonces tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel
convergen para cualquier sistema de la forma Ax = b.

Para el de Gauss-Seidel, ademas, se tiene que
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LEMA 8. Si A es una matriz simétrica definida positiva, entonces
el método de Gauss-Seidel converge para cualquier sistema de la forma
Ax =D.

3. Anexo: Cédigo en Matlab/Octave

Se incluye el cédigo de varios de los algoritmos descritos, usable
tanto en Matlab como en Octave.

3.1. El algoritmo de Gauss. El siguiente cdédigo implementa el
algoritmo de reduccion de Gauss para un sistema Ax = by devuelve la
matriz L, la matriz U y el vector b transformado, suponiendo que los
multiplicadores por defecto nunca son 0. Si alguno es cero, se abandona
el procedimiento.

La entrada ha de ser:

A: una matriz cuadrada (si no es cuadrada, la salida es la trian-
gulacién por la diagonal principal),
b: un vector con tantas filas como columnas tiene A.
La salida es una terna L, At, bt, como sigue:

L: es la matriz triangular inferior (de los multiplicadores),

At: es la matriz A transformada (la reducida), que se denomina
U en la factorizacién LU, y es triangular superior.

bt: el vector transformado.

De manera, que el sistema que se ha de resolver, equivalente al anterior,
es At x x = bt.

3.2. El algoritmo LUP. Como se vio arriba, el algoritmo de re-
duccién de Gauss esta sujeto a que no aparezca ninguin cero como
pivote y ademas puede dar lugar a errores importantes de redondeo
si el pivote es pequeno. A continuacién se muestra un cédigo en Ma-
talb/Octave que implementa el algoritmo LU P, por el cual se obtiene
una factorizacion LU = PA, donde L y U son triangular inferior y
superior, respectivamente, la diagonal de L esta formada por 1y P es
una matriz de permutacién. La entrada es:

A: una matriz cuadrada de orden n.
b: un vector de n filas.
Devuelve cuatro matrices, L, At, P y bt, que corresponded a L, U,
P y al vector transformado segin el algoritmo.
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function [L, At, bt] = gauss(A,b)
n = size(A);
3 m = size(b);
if(n(2) "= m(1))
warning(’A y b son de tamanyo diferente’);
return;
end
At=A; bt=b; L=eye(n);
i=1;
while (i<n(1))
j=i+l;
if (At (i,i) == 0)
13 warning (’Hay un cero en la diagonal’);
return;
end
% cuidado con la nomenclatura de filas y columnas:
% L(j,1i) es la FILA j, COLUMNA i
while (j<=n)
L(j,i)=At(j,i)/At(i,1i);
% combinar filas es sencillo en MatLab
At(j,i:n) = [0 At(j,i+1:n) - L(j,i) * At(i,i+1:mn)];
bt (j)=bt (j)-bt (i)*L(j,i);
23 j=j+1;
end
i=i+1;
end
end

Ficura 1. Codigo del algoritmo de reduccién de Gauss
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function [L, At, P, bt] = gauss_pivotaje(A,b)

n = size(A);
m = size(b);
if (n(2) "= m(1))
warning (’No coinciden las dimensiones de A y b’);
return;
end
At=A;
bt=b;
L=eye(n);
P=eye(n);
i=1;
while (i<n)
j=i+1;
% cuidado con la nomenclatura de filas y columnas:
% L(j,i) es la FILA j, COLUMNA i
% buscamos el pivote de valor absoluto mayor
p = abs(At(i,i));
pos = 1i;
for c=j:n
u = abs(At(c,i));
if (u>p)
pos = c;
P = u;
end
end
if (u == 0)
warning (’Sistema singular’);
return;
end
% intercambiar filas i y p si i!=p
% en A e intercambiar parte izquierda de L
% Vease que facil es esto en Matlab,
% pues no hace falta almacenamiento temporal...
P([i pos],:) = P([pos il, :);
if (i = pos)
At ([1i pos], :) = At([pos il, :);
L([i pos], 1:i-1) = L([pos il, 1:i-1);
b([i pos], :) = b([pos il, :);
end
while (j<=n)
L(j,i)=At(j,i)/At(i,i);
% Combinar estas filas ya es sencillo.
% Son ceros hasta la columna i
% Otra vez combinar filas es muy sencillo en Matlab
At(j,i:n) = [0 At(j,i+1:n) - L(j,i)*At(i,i+1:n)];
bt (j)=bt (j)-bt(i)*L(j,i);
j=j+1;
end
i=i+1;
end

end

Ficura 2. Coadigo del algoritmo LU P
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CAPITULO 4

Interpolacién

Dada una coleccién de datos, la tentacion humana es utilizarlos co-
mo fuentes de conocimiento en lugares desconocidos. Especificamente,
dada una lista de coordenadas ligadas a un tipo de suceso (un experi-
mento, unas mediciones. ..) (z;,;), lo “natural” es intentar utilizarla
para deducir o predecir el valor que tomaria la y si la x fuera cual-
quier otra. Este es el afdn interpolador y extrapolador del hombre. No
se puede hacer nada para evitarlo. Lo que se puede hacer es calcular
las maneras més razonables de llevar a cabo dicha interpolacion.

En todo este tema se parte de una lista de datos

(4) X‘xo‘xl‘...‘xn,1‘$n

Y v v | vnet1]| tn
que se supone ordenada en las coordenadas x, que ademads son dife-
rentes: x; < x;41. El objetivo es encontrar funciones que —de alguna
manera— tengan relacion (cierta cercania) con dicha lista de datos o
nube de puntos.

1. Interpolacién lineal (a trozos)

La primera idea (sencilla pero funcional) es utilizar la funcién de-
finida a trozos entre xg y x, que consiste en “unir cada punto con el
siguiente con una recta”. Esto se denomina interpolacion lineal a trozos
6 spline lineal (se definird spline mas adelante con generalidad).

DEFINICION 12. La funcién de interpolacion lineal a trozos de la
tabla (4) es la funcién f : [zg, 2,] — R definida de la siguiente manera:

Yi — Yi—1 .
fx) = =—"—(x —2i1) +yim1 six€ [xi1, ]
Ty — Tij—1
es decir, la funcién definida a trozos que consiste en los segmentos

que unen (z;_1,¥;_1) con (x;,y;), definida desde xy hasta z,, para i =
1,...,n.

La interpolacion lineal tiene varias caracteristicas que la hacen in-
teresante:
e Es muy sencilla de calcular.

47
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T
f(z)
—e— interpolaciéon
4 [ -
3 L |
2 L |
| | | |

FicurA 1. Interpolacion lineal de una nube de 9 puntos.
Comparese con la funcién original (en verde).

e Pasa por todos los puntos de la tabla de datos.
e Es continua.

Por eso se utiliza con frecuencia para representar funciones (es lo que
hace Matlab por defecto), pues si la nube de puntos es densa, los seg-
mentos seran pequenos y no habra muchas esquinas.

La pega de la interpolacién lineal son precisamente las esquinas que
aparecen siempre que la tabla de datos no corresponda a puntos de una
recta.

2. ;Tendria sentido interpolar con parabolas?

Esta claro que la interpolacion lineal a trozos esta abocada a ge-
nerar esquinas siempre que la tabla de datos no corresponda a una
funcién lineal. En general, la interpolacién busca no solo una funcién
que pase por todos los puntos, sino que sea razonablemente suave (por
motivos no solo visuales sino de aproximacién a la realidad). Se podria
intentar mejorar la aproximacion lineal con funciones de grado mayor,
exigiendo que las tangentes en los puntos intermedios fueran iguales.
Podria intentarse con segmentos parabdlicos: puesto que tienen tres
grados de libertad, al segmento i-ésimo se le puede exigir que pase por
los puntos (z;—1,¥i—1) ¥ (2;,%;) v que tenga la misma derivada en z;
que el siguiente. Esto puede parecer razonable pero tiene cierta pe-
ga dificilmente salvable: genera una asimetria intrinseca al método (si
uno plantea las ecuaciones de dicho sistema, falta exactamente una por
imponer para que sea compatible determinado; esto hace que sea di-
ferente el caso de un nimero par de nodos y un nimero impar, o que
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T
f(z)
—— spline cuadrético
4 [ |
3 [ |
2 [ |
| | | |

FiGurA 2. Interpolaciéon cuadratica de una nube de 9
puntos. Comparese con la funcién original (en verde).

la funcién de interpolacion sea asimétrica para datos simétricos). Sin
entrar en detalles, puede comprobarse que este spline cuadrdtico no es
optimo, aunque aproxime la nube de puntos de manera que no haya
esquinas.

Tiene més problemas (por ejemplo, la curva se desvia mucho de la
nube de puntos si hay puntos cercanos en x pero lejanos en y en sentidos
diferentes). No se utiliza précticamente nunca, salvo en construccion,
por ejemplo, pues los arcos muy tendidos se aproximan con parabolas.

El caso siguiente, el spline cubico es el mas utilizado: de hecho,
es lo que los programas de dibujo vectorial utilizan para trazar arcos
(aunque no con una tabla como (4), sino con dos tablas, pues las curvas
son parametrizadas como (z(t),y(t))).

3. Splines cubicos: curvatura continua

Para aproximar la nube de puntos con polinomios de grado tres, se
utiliza la siguiente definicion:

DEFINICION 13. Un spline cubico de la tabla (4) es una funcién
I [xo, z,] — R tal que:
e La funcién f es un polinomio de grado 3 en cada segmento

[z;_1,2;], parai=1,...,n.
e La funcion f es derivable dos veces con continuidad en todos
los puntos z;, parat=1,...,n — 1.

De aqui se deduce que, si se llama P; al polinomio de grado 3 que
coincide con f en [z,_1,;], entonces P}(z;) = P/ (z;) y P'(x;) =
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T T T
f(x) i
spline ctibico
4 [ -
L]
0
Q
3 [ .. |
.
2+ a
®
4 6 8 10

Ficura 3. Spline cibico de una nube de 9 puntos.
Comparese con la funcién original (en verde).

P! (x;); esto junto con el hecho de que Pj(x;) = v; v Pi(Tit1) = Yisa
impone 4 condiciones para cada polinomio F;, salvo para el primero y
el dltimo, para los que solo hay 3 (esta es la simetria que poseen los
splines ctibicos y no poseen los cuadréticos). Por tanto, las condiciones
de spline ctibico determinan cas: univocamente los polinomios P;. Hace
falta una condicién en cada polinomio extremal (en P, y P,) para
determinarlo totalmente. Estas condiciones pueden ser, por ejemplo:

e Que la derivada segunda en los puntos extremos sea 0. A es-
to se le denomina el spline cubico natural, pero no tiene por
qué ser el mejor para un problema concreto. Las ecuaciones
son P/'(zg) =0y P/(x,) =0.

e Que la derivada tercera coincida en los puntos casi-extremos:
P/"(z1) = Py"(z1) y P/ (xp—1) = P ,(z,-1). Se dice que este
spline es extrapolado.

e Que haya cierta condicién de periodicidad: Pj(z¢) = P (z,) y
lo mismo con la derivada segunda: P)'(z¢) = P/ (x,). Esto tiene
su interés, por ejemplo, si se estd interpolando una funcién
periodica.

3.1. El calculo del spline cibico: una matriz tridiagonal.
Para calcular efectivamente el spline ctibico conviene normalizar la no-
tacion. Como arriba, se llamarda P; al polinomio correspondiente al
segmento [x;_1,x;] y se escribird relativo al punto x;_:

Py(z) = a; + bi(z — ;1) + ci(z — 221) + di(x — ;1)



3. SPLINES CUBICOS: CURVATURA CONTINUA 51

de modo que se han de calcular los a;,b;,¢; y d; a partir de la tabla
de datos (x,y) que se supone dada como arriba (4). La siguiente nor-
malizacion consiste en, en lugar de utilizar continuamente x; — x;_1,
llamar
hi=x; —x;_1, parat=1,...,n

(es decir, utilizar la anchura de los n intervalos en lugar de las coorde-
nadas z; propiamente dichas).

Para aclarar todo el razonamiento, los datos conocidos se escribiran
en negrita.

El razonamiento es como sigue:

e Los a; se calculan directamente, pues P;(x;_1) = a; y tiene que
ser igual a y;_1. Por tanto,

a; =yi1 parai=1,...,n

e Se ha de cumplir que P;(x;) = y;, asi que, utilizando la condi-
cién anterior y llevando y; 7 al miembro de la derecha, queda

(5) bzhl + Cihi2 + dihi3 =%Yi —Yi-
para i =1,...,n. Esto da n ecuaciones.
e La condicién de derivada continua es P/ (x;) = P/, (x;), asi que
(6) b; + 2cih; + 3d;hy® = by,

parai=1,...n — 1. De aqui salen n — 1 ecuaciones.
e Finalmente, las derivadas segundas han de coincidir en los pun-
tos intermedios, asi que

(7) 2Ci + 6d1h1 = Cit+1,
parat=1,...,n — 1. Esto da n — 1 ecuaciones.

En total se obtienen (aparte de las a;, que son directas), 3n — 2 ecua-
ciones para 3n incognitas (las, b, ¢ y d). Como ya se dijo, se imponen
condiciones en los extremos, pero al finalizar todo el razonamiento.

Una vez enunciadas las ecuaciones, se realizan simplificaciones y
sustituciones para obtener un sistema mas inteligible. De hecho, se des-
pejan las d y las b en funcién de las ¢ y queda un sistema lineal en las
c. Se procede como sigue:

Primero, se utiliza la ecuacién (7) para despejar las d;:

Cit1 — G
(8) 3h
y sustituyendo en (5), queda (hasta despejar b;):
9) p,— YiT Y1 Gl + 2¢;

h; 3 ’
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por otro lado, sustituyendo el d; en (5) y operando hasta despejar b;,
queda

(10) bl = bi—l + hi—l(Ci + Ci—l)-

para i = 2,...,n. Ahora no hay mas que utilizar la ecuacién (9) para ¢
y para ¢ — 1 e introducirla en esta iltima, de manera que solo queden
c. Tras una coleccién de operaciones simples, se obtiene que

(11)
hi_1¢i1 + (2hi—1 + 2hy)¢; + hicip =3 (

Yi —Yi-1 Yi-1 — }’iz)
h; h; 4
para i =2,...,n.
En forma matricial (ya sin utilizar negritas, para no recargar), que-
da un sistema de ecuaciones Ac = «, donde A es

(12)
hi 2(hy + hs) ho 0 ... 0 0 0
0 hs 2(hg + hs) hs ... 0 0 0
A= | . . . o . : :
0 0 0 0 ... hoo1 2(hp1+hs) hy
y ¢ indica el vector columna de cy, ..., c,, mientras que « es el vector
columna
Oy
as
Oy,
con
o =3 Yi —Yi-1  Yi-1 —Yi2
' hi hi—1 '

Como se ve, este sistema es compatible indeterminado (le faltan dos
ecuaciones para tener solucién unica). Las ecuaciones se suelen impo-
ner, como se explico, como condiciones en los extremos. Por ejemplo, el
spline natural significa que ¢; = 0y que ¢, = 0, asi que A se completaria
por arriba con una fila (100 ... 0) y por abajo con otra (000 ... 1),
mientras que al vector « se le anadiria una primera componente igual a
0 y una tltima también igual a 0. Con estas n ecuaciones se calcularian
las ¢; y a partir de ellas, utilizando las ecuaciones (8) y (9), se calculan
los valores de las demas variables.

El sistema de ecuaciones de un spline ctibico, somo se ve por la ecua-
cién (12), es tridiagonal: esto significa que solo tiene elementos diferen-
tes de cero en la diagonal principal y en las dos diagonales adyacentes.
(Esto es cierto para el spline natural y para cualquiera que imponga
condiciones en ¢; y ¢, directamente). Estos sistemas se resuelven muy
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facilmente con una factorizacion LU —o bien, puede implementarse di-
rectamente la solucién como un algoritmo en funcién de las «; y las h;.
En cualquier caso, este tipo de sistemas tridiagonales es importantes
reconocerlos y saber que su factorizacion LU es rapidisima (pues si se
piensa en el algoritmo de Gauss, cada operacién de hacer ceros solo
requiere hacerlo en una fila por debajo de la diagonal).

3.2. El algoritmo: sencillo, resolviendo sistemas lineales.
Tras todo lo dicho, puede enunciarse el algoritmo para calcular el spline
cubico que interpola una tabla de datos x,y de longitud n + 1, x =
(o, -y Zn), ¥ = (Yo,---,Yn), en la que z; < x;41 (y por tanto todos
los valores de x son diferentes), como indica el algoritmo 9.

3.3. Una cota sobre la aproximacion. El hecho de que el spline
cubico sea graficamente satisfactorio no significa que sea técnicamente
util. En realidad, lo es mas de lo que parece. Si una funcién se “com-
porta bien” en la cuarta derivada, entonces el spline ctibico la aproxima
razonablemente bien (y mejor cuanto més estrechos sean los intervalos
entre nodos). En concreto:

TEOREMA 6. Sea [ : [a,b] — R una funcién derivable 4 veces y
supdngase que |fY ()| < M para x € [a,b]. Sea h el mdzimo de las

anchuras x; — x;—1 para i = 1,...,n. Si s(x) es el spline cibico para
los puntos (x;, f(x;)), entonces
5M
— < —hn'.
() = f)] < oo

Este resultado puede ser de gran utilidad, por ejemplo, para calcular
integrales o para acotar errores en soluciones de ecuaciones diferenciales
(que viene a ser lo mismo que integrar, vaya).

3.4. Definicién de spline general. Se prometié incluir la defi-
cinion general de spline:

DEFINICION 14. Dada una nube de puntos como (4), un spline de
grado n, para n > 0, que los interpola es una funcién f : [xg,z,] = R
tal que

e Pasa por todos los puntos: f(z;) = yi,

e Es derivable n — 1 veces,

e En cada intervalo [z;, x;11] coincide con un polinomio de grado
n.

Es decir, es una funciéon polinomial a trozos de grado n que pasa por
todos los puntos y es derivable n—1 veces (se entiende que ser derivable
0 veces significa ser continua).
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Algoritmo 9 (Célculo del spline ctibico.)

Input: una tabla de datos x,y como se especifica arriba y dos con-
diciones sobre el primer nodo y el dltimo (una en cada uno)
Output: un spline cibico que interpola los puntos de dicha tabla.
Especificamente, una lista de n cuaternas (a;, b;, ¢;, d;) tales que los
polinomios Pi(x) = a; + bi(zx — z;_1) + ¢i(v — w_1)* + di(x — 2;_1)3
constituyen un spline ctibico para la tabla
*INICIO
a; < y;—1 para ¢ desde 1 hasta n
h; < x; — x;_1 para ¢ desde 1 hasta n
141
while : <n do
if i > 1 and 7 < n then
F;<(0---0hi—q 2(hi—1 +h;) h; 0 --- 0)
QG = 3(%’ - yi—l)/hi - 3(%_1 - yi—?)/hz’—l
else
F; + la fila correspondiente a la ecuacion para P,
«; el coeficiente correspondiente a la condiciéon para P,
end if
14 1+1
end while
M < la matriz cuyas filas son las F; para ¢ = 1 hasta n
¢ < M~ 'a (resolver el sistema Mc = «)
141
while 7 < n do
bi < (Yi — Yi1)/hi — hi(civ1 + 2¢:)/3
ds = (cis1 — i) (3hy)
14—1+1
end while
bn — bn—l + hn—1<cn + Cn—l)
return (a,b,c,d)

De hecho, los que se utilizan son los de grado 1 y 3.

4. El polinomio interpolador de Lagrange: un solo polinomio
para todos los puntos

Hasta ahora se han estudiado splines, funciones que son polinémicas
a trozos, para interpolar los datos de una tabla como (4), imponiendo

la condicién de que la funcién interpoladora pase por todos los puntos
de la tabla.
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Se puede plantear el problema “limite”: buscar un polinomio que
pase por todos los puntos. Naturalmente, se procurara que sea de grado
minimo (para, entre otras cosas, simplificar la bisqueda). Es relativa-
mente sencillo comprobar que existe uno de grado n (hay, recuérdese,
n + 1 datos) y que es unico con esta condicién. Este es el polinomio
interpolador de Lagrange:

TEOREMA 7 (del polinomio interpolador de Lagrange). Dada una
lista de puntos como (4) (recuérdese que x; < ;y1), existe un unico
polinomio de grado n que pasa por cada (z;,y;) parai=0,...,n.

La prueba del resultado es relativamente elemental. Témese un pro-
blema algo mas “sencillo”: dados n+1 valores zg < ... < x,, /se puede
construir un polinomio p;(x) de grado n que valga 1 en z; y cero en
x; para j # i? Con estas condiciones, se busca un polinomio de grado
n—1 que tenga n—1 ceros ya prefijados; es obvio que ha de ser multiplo
de ¢i(x) = (r—x0)(x—21) ... (x—2i_1) (T —2441) ... (x —2,). Lo tinico
que se ha de hacer es multiplicar a ¢;(z) por una constante para que
valga 1 en x;. El valor de ¢;(x) en z; es

Gi(xi) = (i — 1) . (2 — 21 (@5 — 2ig) - (23— ) = [ [ (21 — 25),
J#

asi que se ha de tomar

Hj;éi(x — ;)

Hj;éi(xi — )

Estos polinomios, para ¢ = 0,...,n, se llaman polinomios de base.

Como se ha visto, cada uno de ellos vale 1 en el x; correspondiente
y 0 en el resto, asi que pueden pensarse como los vectores de la base

(13) pi(r) =

estandar de R"*1. El vector (yo,y1,...,%n) €s el que se quiere expresar
como combinacién lineal de estos vectores, asi que el polinomio que
pasa por los todos puntos (z;,y;) para i =0,...,n es:
P(z) = yopo(r) + y1p1(x) + - + Ynpn(z Z yipi(x
(14)
_ Z Tt A L j;éz 'rj)
i=0 J#z< — ;)

Para comprobar que es tnico, basta tener en cuenta que, si hubiera
otro, la diferencia seria un polinomio de grado n con n+1 ceros, asi que
la diferencia serfa el polinomio nulo (y por tanto los dos que pasan por
(x;,y;) serian iguales).
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F1GURA 4. Fenémeno de Runge: el polinomio interpo-
lador de Lagrange (rojo) se aleja ilimitadamente de la
funcion si los nodos estan equiespaciados. Los trazos ne-
gros siguen el spline ctbico (indistinguible de f(x).)

El polinomio interpolador de Lagrange tiene algunas ventajas pero
tiene un par de graves inconvenientes:

e Los denominadores que aparecen pueden ser muy pequenos
cuando hay muchos puntos y dar lugar a errores de redondeo.
e Es demasiado curvo.

El primer problema es intrinseco, pues los denominadores que apa-
recen hay que calcularlos. El segundo depende esencialmente de la dis-
tribucion de puntos. Un ejemplo famoso e importante se debe a Runge
y ejemplifica el fenomeno de Runge: si se utilizan puntos equidistantes
para interpolar una funcién con derivadas grandes en valor absoluto, el
polinomio interpolador de Lagrange se desvia mucho (mucho, realmen-
te) de la funcién, aunque pase por todos los puntos de interpolacién.
Esto no le ocurre a los splines ciibicos (un spline ciibico de once puntos
de la funcién de Runge es indistinguible de ella, por ejemplo).

Para solventar el problema de la curvatura del polinomio interpo-
lador de Lagrange cuando se trata de interpolar una funcion conocida,
se utilizan métodos basados en la idea de minimizar el valor maximo
que pueda tomar el polinomio

P(z) = (z —x0)(z —x1) ... (x — 2,),
es decir, se busca una distribucion de los puntos z; que resuelva un pro-

blema de tipo minimaz (minimizar un maximo). Sin entrar en detalles
técnicos, dado el intervalo [—1, 1], se tiene que
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FiGura 5. Aproximacién de la funcién de Runge por el
polinomio de Lagrange utilizando los nodos de Cheby-
chev. El error maximo cometido es mucho menor.

LEMA 9. Los puntos xg,...,x, que minimizan el valor absoluto
mdzximo del polinomio P(x) en el intervalo [—1, 1] vienen dados por la

formula
2k+1m
x; = COS —
n+12

Por tanto, los puntos correspondientes para el intervalo |a,b], donde
a,b € R, son

o (b—a)x;+ (a+0)

i 5 -
A los puntos del lemma se les denomina nodos de Chebychev de un
intervalo [a, b]. Son los que se han de utilizar si se quiere aproximar una

funcién por medio del polinomio interpolador de Lagrange.

5. Interpolacién aproximada

En problemas relacionados con estudios estadisticos o experimenta-
les, los datos se suponen sujetos a errores, asi que tratar de interpolar
una nube de puntos por medio de funciones que pasan por todos ellos
puede no tener ningtn interes (de hecho, casi nunca lo tiene, en este
contexto). Para delimitar el problema con precisién, hace falta indicar
qué significa interpolar, pues cada problema puede tener una idea dis-
tinta de lo que significa que una funcion se parezca a otra. En el caso
discreto (en el que se tiene una tabla de datos como (4), lo habitual
es intentar minimizar la distancia cuadratica de f(x;) a y;, donde f
seria la funcion de interpolacién. Pero podria interesar algo diferente
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F1GURA 6. Interpolacién de una nube de puntos por
minimos cuadrados lineales por una ecuaciéon del tipo
y =ax +b.

(p.ej. minimizar la distancia de la grafica de f a los puntos (z;,v;),
un problema diferente del anterior), o cualquier otro criterio —el que
mejor corresponda a los datos.

5.1. Interpolacién por minimos cuadrados. El método mas
utilizado de interpolacion, sin duda alguna, es el de minimos cuadrados.
Se parte de una nube de puntos x,y, donde X e y son vectores de
tamano n arbitrarios (es decir, puede haber valores repetidos en las x
y el orden es irrelevante). Dada una funcién f : R — R, se define:

DEFINICION 1. El error cuadrdtico de f en el punto z; (una com-
ponente de x) es el valor (f(z) — ;)% El error cuadrdtico total de f en
la nube dada por x e y es la suma

n
> () — )
i=0

El problema de la interpolacién por minimos cuadrados consiste
en, dada la nube de puntos, encontrar, en un conjunto determinado
de funciones una que minimice el error cuadratico total. El matiz de
“en un conjunto de funciones” es crucial. De hecho, en estas notas se
estudiara con precision el problema en un espacio vectorial de funciones
y se tratard de manera aproximada el de algunos conjuntos que no son
espacios vectoriales.

5.1.1. Minimos cuadrados lineales. Supongase que ha de aproxi-
marse una nube de puntos de tamano N mediante una funcion f que
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pertenece a un espacio vectorial V' de funciones y que se conoce una
base de V: fi,..., f,. Se supone siempre que N > n (y de hecho, ha-
bitualmente, N es mucho mayor que n). Es decir, se busca la funcién

f €V tal que
N

Z(f(l’z) —vi)?

i=1
es minimo. Pero, puesto que V' es un espacio vectorial, dicha funcién
es una combinacion lineal de los elementos de la base:

f=afi+axfa+ -+ ayfn.

Y, en realidad, se puede plantear el problema como la busqueda de los

coeficientes aq, ..., a, que hacen minima la funciéon
N
Flai,...,a,) = Z(Chfl(xz’) + e an ful@) — i)
i=1
es decir, dada F'(ay,...,a,), una funcién de n variables, se ha de calcu-

lar un minimo. La expresion de F' indica claramente que es una funcién
diferenciable; por tanto, el punto que dé el minimo resuelve las ecua-
ciones correspondientes a hacer las parciales iguales a 0. Es decir, hay
que resolver el sistema

oF oF OF
—=0,—=0,...,— =0.
daq das
Si se escribe la parcial de F' con respecto a a;, queda
N

oF
v > 2@ (anfu(wi) + - + anfulw:) —y:) = 0.
J i=1
Si, para simplificar, se denomina
N
Yi = Z fj(‘ri)yh
i=1

uniendo todas las ecuaciones y escribiendo en forma matricial, sale el
sistema

filzr)  fi(w2) ... fi(zw) fi(z)  fa(z1) ... fa(z1) a1
fa(@1)  folz2) ... falen) | [ frlz)  falzz) oo fa(ze) | a2 |
(15) fn(xl) fn(x2) fn(xN) fl(xN) f2(xN) fn(xN) Qan
yi

Y2

Yn



60 4. INTERPOLACION

que puede escribirse

XX'a= Xy

donde se sobreentiende que la matriz X es la lista (por filas) de los valo-
res de cada f; en los puntos x;, y lay es el vector columna (o, y1, . - ., yn)’,
es decir:

filzr) filzz) .. filzw) Yo

folz1)  folzz) .. falzw) Y1

X = : . : s y=1".
fa(z1)  falze) ..o fulzw) Yn

Este sistema es compatible determinado si hay al menos tantos puntos
como la dimensién de V' y las funciones f; generan filas independientes
en la matriz X.

Es bastante probable que el sistema dado por (15) no esté muy bien
acondicionado.

5.1.2. Interpolacion no lineal: aproximaciones. En bastantes casos
se requiere aproximar una nube de puntos por una funcién que per-
tenecza a una familia que no forme un espacio vectorial. Un ejemplo
clasico es tratar de encontrar una funcién del tipo

(16) flz) = et

que aproxime una cierta nube de puntos. Las funciones de ese tipo dan
lugar (para a,b > 0) a “campanas de Gauss”. Estd claro que dichas
funciones no forman un espacio vectorial, asi que no se pueden aplicar
las técnicas del apartado anterior.

Sin embargo, puede intentar trasladarse el problema a una familia
lineal, aproximar esta por minimos cuadrados y calcular la funcién
original equivalente.

Por seguir con el ejemplo, si se toman logaritmos en ambos lados
de la ecuacion (16), se obtiene la expresion

log(f(z)) = log(a) + ba* = a’ + bx?,

y, considerando las funciones 1 y 22, se puede ahora aproximar la nube
de puntos x, log(y), en lugar de la original, utilizando minimos cuadra-
dos lineales (pues 1 y x? forman un espacio vectorial). Si se obtiene la
solucién ag, by, entonces puede pensarse que

2
g(x) — eaoebox

sera una buena aproximacion de la nube de puntos original x,y. Pero

es importante ser consciente de que esta aproximacién posiblemente no

sea la mejor respecto del error cuadratico total. Piénsese que, al tomar

logaritmos, los puntos de la nube cercanos a 0 estaran cerca de —oo,
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FicuraA 7. Interpolacién no lineal tomando logaritmos:
la nube de puntos se parece mucho a la funcién f(z),
pero la interpolacién lineal tomando logaritmos y luego
haciendo la exponencial es muy mala (verde). El proble-
ma reside en los valores de y muy cercanos a 0: al tomar
logaritmos, adquieren una importancia desproporciona-

da.

con lo cual tendran un peso mayor que los que al principio estan cerca
de 1 (que pasan a estar cerca de 0): al tomar logaritmos, los errores
absolutos y relativos cambian de manera no lineal. Mas aun, si uno de
los valores de x es 0, el problema no puede convertirse con el logaritmo,
y ha de eliminarse ese valor o cambiarse por otro aproximado. . .

6. Cdbdigo de algunos algoritmos

6.1. El spline ciibico natural. Matlab, por defecto, calcula spli-
nes cubicos con la condicion not-a-knot, que es cierta relacién entre
derivadas en los puntos extremos y los inmediatos. Solo se pueden cal-
cular splines naturales con un toolbox. El cédigo que sigue implementa
el calculo del spline cubico natural de una coleccién de puntos. La en-
trada es:

x: la lista de las coordenadas x de los puntos
y: la lista de las coordenadas y de los puntos

Devuelve un “objeto” de Matlab que se denomina polinomio a tro-
z0s, que describe exactamente un objeto polinomial definido a trozos:
los intervalos en los que esta definido vienen dados por el vector x y
su valor en un ¢ (que hay que computar utilizando la funcién ppval)
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% spline cubico ’natural’: en ambos extremos, la
% derivada segunda es O.
% la entrada es una nube de puntos con al menos
% dos puntos
function [f] = spline_cubico(x, y)
n = length(x)-1;
if (n<=1 | length(x) ~= length(y))
warning (’Wrong data’)
= [1;
return
end
breaks = x;
a = y(1:n);
h diff (x);
F zeros (n) ;

alpha = zeros(n, 1);

for i=1:n

if(i> 1& i < n)
F(i,[i-1 i i+1]) = [h(i-1), 2*%(h(i-1) + h(i)), h(i)] ;
alpha(i) = 3*(y(i+1)-y(i))/h(i) - 3x(y(i) - y(i-1))/h(i-1);

else
F(i,i) = 1;
alpha(i) = 0;
end
i=i+1;

end

c = (F\alpha)’;

b = zeros(l,n);

d = zeros(1l,n);

i = 1;

while (i<n)
b(i) = (y(i+1)-y(i))/h(i) - h(i) *(c(i+1)+2*c(i))/3;
i=i+1;

end
d(1:n-1) = diff(c)./(3*h(1:n-1));
b(n) = b(n-1) + h(n-1)*(c(n)+c(n-1));
d(n) = (y(n+1)-y(n)-b(n)*h(n)-c(n)*h(n)~2)/h(n) " "3;
f = mkpp(x,[d; c; b ;a 1°);

end

Ficura 8. Codigo del algoritmo para calcular un spline ctibico

viene dado por el valor del polinomio correspondiente al intervalo de
las x que contiene a t.

Un ejemplo de uso podria ser el siguiente, para comparar el spline
cubico con la grafica de la funcion seno:

> x = linspace(-pi, pi, 10);
>y = sin(x);

> f = spline_cubico(x, y);

> u = linspace(-pi, pi, 400);
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% Lagrange interpolation polynomial
% A single base polynomial is computed at
% each step and then added (multiplied by
% its coefficient) to the final result.
% input is a vector of x coordinates and
% a vector (of equal length) of y coordinates
% output is a polynomial in vector form (help poly).
function [1] = lagrange(x,y)
n = length(x);
1 = 0;
for m=1:n
b = poly(x([1:m-1 m+1:n]));
¢ = prod(x(m)-x([1:m-1 m+1:n]));
1 =1+ y(m) * b/c;
end

end

FicuraA 9. Cédigo del algoritmo para calcular un spline cibico

> plot(u, ppval(f, u)); hold on;
> plot(u, sin(u), ’r’);

6.2. El polinomio interpolador de Lagrange. El célculo del
Polinomio interpolador de Lagrange en Matlab/Octave es extremada-
mente simple, como se puede ver mirando el Cédigo 10.

La entrada es la siguiente:

x: El vector de las coordenadas x de la nube de puntos que se
quiere interpolar.
y: El vector de las coordenadas y de la nube.
La salida es un polinomio en forma wvectorial, es decir, una lista
de los coeficientes a,, a,_1,...,ay tal que el polinomio P(z) = a,z" +
-+« 4+ a1x + ag es el polinomio interpolador de Lagrange para la nube
de puntos (x,y).

6.3. Interpolacion lineal. Para la interpolacién lineal en Matla-
b/Octave se ha de utilizar un objeto especial: un array de celdas: la
lista de funciones que forman la base del espacio vectorial se ha de
introducir entre llaves.

La entrada es la siguiente:

x: El vector de las coordenadas x de la nube de puntos que se
quiere interpolar.

y: El vector de las coordenadas y de la nube.

F: Un array de celdas de funciones anénimas. Cada elemento es
una funcién de la base del espacio vectorial que se utiliza para
interpolar.
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(@)
=

interpol.m

Linear interpolation.

Given a cloud (x,y), and a Cell Array of functiomns F,
return the coefficients of the least squares linear
interpolation of (x,y) with the base F.

Input:
x: vector of scalars
y: vector of scalars

F: Cell array of anonymous functions

Outuput:
c: coefficients such that
c(1)*F{1,1} + c(2)*F{1,2} + ... + c(n)*F{1,n}

is the LSI function in the linear space <F>.

H OH OH OB OH OH H O HE O HE K WK O H H

function [c] = interpol(x, y, F)
length (F);
length(x);
X = zeros(n, m);
for k=1:n
X(k,:) = F{1,k}(x);
end
A = Xx*X.7;
X*xy.7;
(A\Db) 3

n

m

end

FicuraA 10. Cédigo del algoritmo para calcular la inter-
polacion lineal por minimos cuadrados.

La salida es un vector de coeficientes ¢, tal que c1Fi + --- + ¢, F),
es la funcion de interpolacion lineal de minimos cuadrados de la nube

(%, y)-
Un ejemplo de uso podria ser el siguiente, para aproximar con fun-
ciones trigonométricas

f1=0(x) sin(x); f2=@(x) cos(x); £3=0@(x) sin(2*x); f4=0@(x) cos(2*x);
£5=0(x)sin(3*x); £6=0(x)cos (3*x);

F={f1, f2, £3, f4, £5, £6};

u=[1,2,3,4,5,6];

r=0(x) 2*sin(x)+3*cos(x)-4*sin(2%x)-5*%cos (3*x);
v=r(u)+rand(1,6) *.01;

interpol(u,v,F)

V V. V. V V Vv Vv

ans =
1.998522 2.9871563 -4.013306 -0.014984 -0.052338 -5.030067



CAPITULO 5

Derivacion e Integracion Numéricas

Se expone con brevedad la aproximacion de la derivada de una
funciéon mediante la formula simétrica de incrementos y cémo este tipo
de formula puede generalizarse para derivadas de 6rdenes superiores.
El problema de la inestabilidad de la derivacion numérica se explica
someramente.

La integracién se trata con mas detalle (pues el problema es mucho
mas estable que el anterior), aunque también con brevedad. Se definen
las nociones de formulas de cuadratura de tipo interpolatorio y de grado
de precisién, y se explican las mas sencillas (trapecios y Simpson) en
el caso simple y en el compuesto.

1. Derivacién Numérica: un problema inestable

A veces se requiere calcular la derivada aproximada de una funcién
mediante féormulas que no impliquen la derivada, bien sea porque esta
es dificil de computar —costosa—, bien porque realmente no se cono-
ce la expresion simbédlica de la funcién a derivar. En el primer caso
se hace necesario sobre todo utilizar férmulas de derivaciéon numérica
lo mas precisas posibles, mientras que en el segundo caso lo que se
requerira serd, casi con certeza, conocer una cota del error cometido.
En estas notas solo se va a mostrar cémo la férmula simétrica para
calcular derivadas aproximadas es mejor que la aproximacién naif con-
sistente en calcular el cociente del incremento asimétrico. Se expone la
férmula equivalente para la derivada segunda y se da una idea de la
inestabilidad del método.

1.1. La derivada aproximada simétrica. Una idea simple para
calcular la derivada de una funciéon f en un punto z es, utilizando
la nocién de derivada como limite de las secantes, tomar la siguiente
aproximacion:

(17) o) = TEED I,

donde h sera un incremento pequeno de la variable independiente.

65
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F1curA 1. Derivada aproximada: por la derecha (rojo),
por la izquierda (verde) y centrada (amarillo). La cen-
trada es mucho mds parecida a la tangente (magenta).

Sin embargo, la propia férmula (17) muestra su debilidad: ;se ha
de tomar h positivo o negativo? Esto no es irrelevante. Supongamos
que f(x) = 1/x y se quiere calcular la derivada en x = 1/2. Utilice-
mos aproximaciones de |h| = .01. Sabemos que f’(0.5) = 0.25. Con la
aproximaciéon “natural”, se tiene, por un lado,

fla+.01)— f(z) 557 —3

= = —0,248756
.01 .01 ’ *
mientras que, por otro,
—01) — 11
f(ZE 0 ) f(x) _ 199 2 _ —0,251256+

—.01 N 01

que difieren en el segundo decimal. ;Hay alguna de las dos que tenga
preferencia en un sentido abstracto? No.

Cuando se tienen dos datos que aproximan un tercero y no hay
ninguna razén abstracta para elegir uno por encima de otro, parece
razonable utilizar la media aritmética. Probemos en este caso:

1 <f(:v +h) = fla)  fle—h) - f(x)) — —0,2500062+

2 h —h

que aproxima la derivada real 0.25 con cuatro cifras significativas (cinco
si se trunca).

Esta es, de hecho, la manera correcta de plantear el problema de la
derivacién numérica: utilizar la diferencia simétrica alrededor del punto
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y dividir por dos veces el intervalo (es decir, la media entre la “derivada
por la derecha” y la “derivada por la izquierda”).

TEOREMA 8. La aproximacion naif a la derivada tiene una preci-
sion de orden 1, mientras que la formula simétrica tiene una precision
de orden 2.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién con derivada tercera en el in-
tervalo [z — h,x + h]. Utilizando el Polinomio de Taylor de grado uno,
se tiene que, para cierto £ € [z — h,x + h],

_ : f"(€)
Flw+ ) = f@)+ fh+ L2
asi que, despejando f’(x), queda
h) — "
oy Lt =S e,
h 2
que es lo que significa que la aproximacion tiene orden 2. Como se ve,
el término de mas a la derecha no puede desaparecer.
Sin embargo, para la formula simétrica se utiliza el Polinomio de
Taylor dos veces, y de segundo grado:

e L Oy
ae: 3)
flo—h) = f(a)  fapp+ T L

para & € [t —h,x+h|y ( € [x — h,x+ h]. Restando ambas igualdades
queda

f@+h)=f(x)+ f(z)

fle+h) = flz = h) =2f (x)h + K(& Oh’
donde K es una mera suma de los coeficientes de grado 3 de la ecuacion

anterior, asi que
oy J@+h)— flx—h)

que es justo lo que significa que la formula simétrica es de segundo
orden. (]

+ K(&,Q)h?,

2. Integracion Numérica: férmulas de cuadratura

La integraciéon numérica, como corresponde a un problema en el
que los errores se acumulan (un problema global, por asi decir) es mds
estable que la derivacion, por extrafio que parezca (pese a que integrar
simbodlicamente es mas dificil que derivar, la aproximacion numérica se
comporta mucho mejor).
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En general, uno esta interesado en dar una formula de integracion
numérica. Es decir, se busca una expresion algebraica general tal que,
dada una funcién f : [a,b] — R cuya integral se quiere aproximar,
se pueda sustituir f en la expresién y obtener un valor —la integral
aproximada.

DEFINICION 15. Una férmula de cuadratura simple para un inter-
valo [a, b] es una coleccién de puntos x; < 9 < ... < Zp41 € [a,b] y de
valores ay, ..., a,11. La integral aproximada de una funcion f en |a, b
utilizando dicha férmula de cuadratura es la expresion

a1 f(zy) + asf(z2) + -+ + ansr f(Tng1)-

Es decir, una férmula de cuadratura no es més que “la aproximaciéon
de una integral utilizando valores intermedios y pesos”. Se dice que la
formula de cuadratura es cerrada si x1 = a'y x,.1 = b; si ni a ni b
estan entre los z;, se dice que la férmula es abierta.

Si los puntos z; estan equiespaciados, la formula se dice que es de
Newton-Coates.

Légicamente, interesa encontrar las formulas de cuadratura que me-
jor aproximen integrales de funciones conocidas.

DEFINICION 16. Se dice que una férmula de cuadratura es de orden
n si para cualquier polinomio P(z) de grado n se tiene que

b
/ P(l‘) dr = alp(xl) + CLQP(:EQ) + -+ an+1p(xn+1)'

Es decir, si integra con exactitud polinomios de grado n.

Las féormulas de cuadratura mas sencillas son: la del punto medio
(abierta, n = 1), la férmula del trapecio (cerrada, n = 2) y la férmula
de Simpson (cerrada, n = 3). Se explican a continuacion.

Se explican la férmulas simples a continuacién y luego se generalizan
a sus versiones compuestas.

2.1. La férmula del punto medio. Una manera burda pero na-
tural de aproximar una integral es multiplicar el valor de la funcién
en el punto medio por la anchura del intervalo. Esta es la férmula del
punto medio:

DEFINICION 17. La férmula de cuadratura del punto medio corres-
ponde a 1 = (a+b)/2 y a; = (b — a). Es decir, se aproxima

/jf(x)da::(b—a)f(a;rb).




2. INTEGRACION NUMERICA: FORMULAS DE CUADRATURA 69

— [(x)

N
N\

0 [ |
2,3, 3.5, 4, 5 ytick

FiGURA 2. Férmula del punto medio: se aproxima el
area debajo de f por el rectangulo.

por el drea del rectangulo que tiene un lado horizontal a la altura del
valor de f en el punto medio.

Es elemental comprobar que la formula del punto medio es de or-
den 1: integra con precisién funciones lineales pero no polinomios de
segundo grado.

2.2. La férmula del trapecio. La siguiente aproximacién natu-
ral (no necesariamente 6ptima) es utilizar dos puntos. Puesto que ya
hay dos dados, a y b, lo intuitivo es utilizarlos.

Dados dos puntos a y b, se tendran los valores de f en cada uno
de ellos. Se puede interpolar linealmente f con una recta y aproxi-
mar la integral por medio de esta o bien aproxmar la integral con dos
rectangulos como en la regla del punto medio y hacer la media. Ambas
operaciones producen el mismo resultado. En concreto:

DEFINICION 18. La férmula del trapecio para [a,b] consiste en to-
mar x; = a, To = by pesos a; = as = (b — a)/2. Es decir, se aproxima

b b—a
[ #ayie =220 (@) + o)

la integral de f por el area del trapecio con base en OX, que une
(a, f(a)) con (b, f(b)) y es paralelo al eje OY".

La féormula del trapecio, pese a incorporar un punto mas que la
regla del punto medio, es también de orden 1.
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Ficura 3. Férmula del trapecio: se aproxima el area
debajo de f por el trapecio.

2.3. La férmula de Simpson. El siguiente paso natural (que no
6ptimo) es utilizar, en lugar de 2 puntos, 3 y en vez de aproximar me-
diante rectas, utilizar parabolas. Esta aproximacion es singularmente
eficaz, pues tiene orden 3. Se denomina formula de Simpson.

DEFINICION 19. La férmula de Simpson es la férmula de cuadratura
que consiste en tomar x; = a,xs = (a+b)/2 y x3 = b, y como pesos, los
correspondientes a la interpolacion correcta de un polinomio de grado
2. Es decir!, a; = &4, ay = @ y az = b_T“. Asi pues, consiste en
aproximar

[ @i~ (0 +ar (H2) + 50

la integral por una media ponderada de areas de rectangulos interme-
dios. Esta férmula es sorprendentemente precisa y conviene sabérsela
de memoria: un sexto de la anchura por la ponderacién 1,4,1 de los
valores en extremo, punto medio, extremo.

Lo singular de la férmula de Simpson es que es de tercer orden:
pese a interpolar con pardbolas, se obtiene una formula que integra
con precision polinomios de tercer grado. Para terminar, téngase en
cuenta que la ecuacion de la pardbola que pasa por los tres puntos es
irrelevante: no hace falta calcular el polinomio interpolador, basta usar
la formula de la Definicion 19.

IEsto es sencillo de calcular, usando un polinomio de grado 3, por ejemplo.
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FiGurA 4. Férmula de Simpson: se aproxima el area
debajo de f por la pardbola que pasa por los puntos
extremos y el punto medio (en negro).

2.4. Las férmulas compuestas. Las formulas de cuadratura com-
puestas consisten en aplicar una formula de cuadratura en subinter-
valos. En lugar de aproximar, por ejemplo, utilizando la férmula del
trapecio

b b—a
[ #ayde =220 (@) + o)
a
se subdivide el intervalo [a, b] en subintervalos y se aplica la formula en
cada uno de estos.

Podria hacerse sin mas, mécanicamente, pero el caso es que, si la
férmula es cerrada, para las formulas de Newton-Coates, siempre es
mas sencillo aplicar la formula general que ir subintervalo a subin-
tervalo, pues los valores en los extremos se ponderan. Aun asi, puede
perfectamente llevarse la cuenta intervalo a intervalo, no pasaria nada
mas que que estarian haciéndose operaciones de maés.

2.4.1. Formula compuesta de los trapecios. Si se tienen dos inter-
valos consecutivos [a, b] v [b, ¢| de igual longitud (es decir, b—a = ¢ —b)
y se aplica la férmula de los trapecios en [a, b] y en [b, ¢|] para aproximar
la integral total de f entre a y ¢, queda:

/ fydr =" 50+ f@) + L (o) + £ ) =

2 2
h
2

(f(a) +2f(b) + f(c)),
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FiGurA 5. Férmula del trapecio compuesta: simplemen-
te repetir la formula del trapecio en cada subintervalo.

donde h = b — a es la anchura del intervalo. Si se repite el proceso con
otro intervalo de la misma anchura [c, d], lo que queda es una sencilla
ponderacion. En fin:

DEFINICION 20 (Férmula de los trapecios compuesta). Dado un
intervalo [a, b] y un ntimero de nodos n + 1, la férmula de los trapecios
compuesta para [a, b] con n nodos viene dada por los nodos xg = a,x; =
a+h,...,x, =b,con h=(b—a)/(n—1)y por la aproximacién

[ 1@ de = 5 (70 + 26 01) + 2 2) -+ 20 () + S0,

Es decir, la mitad de la anchura de cada intervalo por la suma de
los valores en los extremos y los dobles de los valores en los puntos
inleriores.

2.4.2. Formula de Simpson compuesta. De modo andlogo, la férmu-
la de Simpson compuesta consiste en utilizar la férmula de Simpson en
varios intervalos que se unen para formar uno mayor. Como en la ante-
rior, al ser iguales los extremos final e inicial de intervalos consecutivos,
la formula final compuesta no es una simple suma tonta de todas las
formulas intermedias: hay cierta combinacion que simplifica el resulta-

do final.

DEFINICION 21 (Férmula de Simpson compuesta). Dado un inter-
valo [a,b] dividido en n subintervalos (y por tanto, dado un nimero
de nodos equiespaciados 2n + 1), la férmula de Simpson compuesta
para [a,b] con 2n + 1 nodos viene dada por los nodos zg = a,r; =
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FiGurA 6. Férmula de Simpson compuesta: conceptual-
mente, repetir la formula de Simpson en cada subinter-
valo.

=b, (asi que h = (b—a)/(2n)) y por la aproximacién

a+h,...,xo,
/ ) de = U0 (fa) + Af (1) + 2F () + AF () + ..

o 2f(xan-2) + 4f (x2n-1) + (D).
Es decir, un tercio del espacio entre nodos multiplicado por: el valor
en los extremos mas el doble de la suma de los valores en los puntos
extremos de los subintervalos méas cuatro veces la suma de los valores
en los puntos medios de los subintervalos.

a

6n

Es decir, la férmula de Simpson compuesta es la misma que la
de Simpson en todos los aspectos salvo en los puntos extremos de los
intervalos, donde hay que multiplicar por dos —obviamente, pues se
estan sumando. Teniendo en cuenta, obviamente, que h es (b — a)/2n.
Es mas facil recordar la férmula si simplemente se considera que hay
que aplicar la férmula simple en cada subintervalo y sumar todos los
términos que salen.






CAPITULO 6

Ecuaciones diferenciales

Sin duda, la actividad primordial para la que se utilizan los méto-
dos numéricos es integrar ecuaciones diferenciales (es la denominacién
clasica del proceso de resolucién de una ecuacién diferencial).

1. Introduccién

Una ecuacién diferencial es un tipo especial de ecuacién funcional:
una ecuacion (es decir, una igualdad en la que alguno de los elementos
es desconocido) en la que una de las incégnitas es una funcién. Ya
se han resuelto ecuaciones diferenciales antes: cualquier integral es la
solucion de una ecuacion diferencial. Por ejemplo,

y=x
es una ecuacién en la que se busca conocer una funcién y(z) cuya
derivada es . Como se sabe, la solucion no es unica: hay una constante
de integracion, de manera que la solucion general se escribe

2

T
=—+C.
y=5"

En realidad, la constante de integracion tiene una manera méas natu-
ral de entenderse. Cuando se calcula una primitiva, lo que se esta bus-
cando es una funcién cuya derivada es conocida. Una funcién, al fin
y al cabo, no es més que una grafica en el plano X,Y. Esta grafica
puede estar situada més arriba o més abajo (la derivada no cambia por
dibujar una funcién paralelamente arriba o abajo). Sin embargo, si lo
que se busca es resolver el problema

Yy =z, y(3) =28,

entonces se esta buscando una funciéon cuya derivada es x con una
condicion puntual: que su valor en 3 sea 28. Una vez que este valor
esta fijado, solo hay una grdifica que tenga esa forma y pase por ese
punto (el (3,28)): a esto se le llama una condicidn inicial: se busca
una funcién cuya derivada cumpla algo, pero imponiendo que pase por
determinado punto: de este modo la constante ya no aparece, se puede

75



76 6. ECUACIONES DIFERENCIALES

determinar sin méas sustituyendo:
8=3+C = C=19.

Esta es la idea de condicion inicial para una ecuacién diferencial.
Considérese la ecuacion
Y=y

(cuya solucién general deberfa ser obvia). Esta ecuacién significa: la
funcién y(x) cuya derivada es igual a ella misma. Uno tiende siempre
a pensar en y(z) = ¥, pero jes esta la unica soluciéon? Si el problema
se piensa de otra manera, geométrica, la ecuacion significa: la funcién
y(x) cuya derivada es igual a la altura (y) en cada punto de la grafica.
Pensada asi, esta claro que tiene que haber més de una funcién solucion.
De hecho, uno supone que por cada punto del plano (z,y) pasara al
menos una solucién (pues geométricamente no hay ninguna razén por
la que los puntos (x, e”) sean preferibles a otros para que pase por ellos
una solucién.) En efecto, la solucién general es

y(x) = Ce”,

donde C' es una constante de integracion. Ahora, si especificamos una
condicién inicial, que y(z¢) = yo para zo,yo € R, entonces estd claro
que

Yo = Ce™

y por tanto C' = /€™, que esta siempre definido (pues el denominador
no es 0.)

De este modo, dada una ecuacion diferencial, hace falta especificar
al menos una condicion inicial para que la solucién esté completamente
determinada. Si se considera

y' =y,

no basta con especificar una sola condicién inicial. ; Qué soluciones tiene
esta ecuacién? En breve, son las de la forma y(z) = asen(z) + bcos(z),
para dos constantes a,b € R. Para que la solucion esté totalmente
determinada hay que fijar esas dos constantes. Esto, por ejemplo, puede
hacerse imponiendo (es lo comin) el valor en un punto, y(0) = 1 y el
valor de la derivada en ese punto, y'(0) = —1. En cuyo caso, la solucién
es y(x) = —sen(x) + cos(z).

Asi que este tema trata de la solucion aproxrimada de ecuaciones
diferenciales. De momento se estudiaran solo funciones de una variable
y ecuaciones en las que solo aparece la primera derivada, pero esto
puede variar en el futuro.
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2. Lo mas basico
Comencemos por el principio:

DEFINICION 22. Una ecuacidn diferencial ordinaria es una igualdad
a = b en la que aparece la derivada (o una derivada de orden superior,
pero no derivadas parciales) de una variable libre cuyo rango es el
conjunto de funciones de una variable real.

Obviamente, asi no se entiende nada. Se puede decir que una ecua-
cién diferencial ordinaria es una ecuacion en la que una de las incégnitas
es una funcién de una variable y(z), cuya derivada aparece explici-
tamente en dicha ecuacién. Las no ordinarias son las ecuaciones en
derivadas parciales, que no se tratan en este texto, de momento.

EJEMPLO 8. Arriba se han dado dos ejemplos, las ecuaciones dife-
renciales pueden ser de muchos tipos:

y' = sin(z)

xy=y —1

() =2y +2’y =0
/

L. xy =0
Y

ete.

De ahora en adelante se supondra que la ecuacion diferencial de
partida solo tiene una variable libre, que es la de la funciéon que se
busca, que se asume que es .

)

DEFINICION 23. Se dice que una ecuacién diferencial tiene orden n
si n es la mayor derivada de y que aparece. Si y y sus derivadas solo
aparen como sumas y productos, se llama grado de la ecuacion a la
mayor potencia de una derivada de y que aparece.

En este capitulo estamos interesados exclusivamente en ecuaciones
diferenciales resueltas (que no significa que ya estén resueltas, sino que
tienen una estructura concreta):

y/ - f(x,y)

DEFINICION 24. Un problema de condicion inicial es una ecuacién
diferencial junto con una condicién inicial de la forma y(zg) = o, donde
To, Yo € R.

DEFINICION 25. La solucidn general de una ecuacién diferencial F
es una familia de funciones f(x,c) donde ¢ es una (o varias) constantes
tal que:
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e Cualquier solucién de F tiene la forma f(x,c) para algun c.
e Cualquier expresién f(x,c) es una solucién de F,

salvo para quizas un ntumero finito de valores de c.

Lo primero que hay que tener en cuenta es que, si ya el proble-
ma de calcular una primitiva de una funcién es complejo, integrar una
ecuacion diferencial es, por lo general, imposible. Es decir, calcular la
funcién que cumple una determinada ecuacion diferencial y su condi-
cién inicial (o calcular la solucién general) es un problema que no se
desea resolver en general. Lo que se desea es (sobre todo en ingenieria),
calcular una soluciéon aproximada y conocer una buena cota del error
cometido al utilizar dicha solucién en lugar de la “real”.

3. Discretizacién

En todo este capitulo, se supondra que se tiene una funcién f(z,y)
de dos variables, definida en una regién = € [z, x,], ¥y € |a,b], que
cumple la siguiente condicién:

DEFINICION 26. Se dice que f(z,y) definida en un conjunto X € R?
cumple la condicion de Lipschitz si existe una constante K > 0 tal que

|f(z1) = f(22)| < K2y — 2

para cualesquiera x1, x5 € X, donde | | denota el médulo de un vector.

La condiciéon de Lipschitz es una forma de continuidad un poco
fuerte (es decir, es més facil ser continua que Lipschitz). Lo importante
de esta condicion es que asegura la existencia y unicidad de solucion de
las ecuaciones diferenciales “normales”. Sea X un conjunto de la forma
(g, x,] X [a,b] (una banda vertical) y f(x,y) : X — R una funcién de
Lipschitz en X:

TEOREMA 9 (de Cauchy-Kovalevsky). Si f cumple las condiciones
anteriores, cualquier ecuacion diferencial y' = f(z,y) con una condi-
cion inicial y(xo) = yo con yo € (a,b) tiene una tinica solucién y = y(z)
definida en [xy,xo + t| para cierto t € R mayor que 0.

No es dificil que una funcién cumpla la condicion de Lipschitz:
basta con que sea, por ejemplo, diferenciable con continuidad en todos
los puntos y tenga derivada acotada. De hecho, todos los polinomios y
todas las funciones derivables que se han utilizado en este curso son de
Lipschitz en conjuntos de la forma [z, z,,| X [a, b], salvo que tengan una
discontinuidad o algin punto en el que no sean derivables. Por ejemplo,
la funcién f(x) = \/x no es de Lipschitz si el intervalo [xg, x,,] contiene
al 0 (porque el crecimiento de f cerca de 0 es “vertical”).
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EJEMPLO 9 (Bourbaki “Functions of a Real Variable”, Ch. 4, §1).
La ecuacién diferencial ¥’ = 24/|y| con la condicién inicial y(0) = 0
tiene infinitas soluciones. Por ejemplo, cualquier funcién definida asi:

(1) y(t) = 0 para cualquier intervalo (—b, a),

(2) y(t) = —(t + B)* para t < —b,

(3) y(t) = (t —a)? parat > a
es una solucién de dicha ecuacion diferencial. Esto se debe a que la
funcién \/m no es de Lipschitz cerca de y = 0. (Compruébense ambas
afirmaciones: que dichas funciones resuelven la ecuacién diferencial y
que la funcién \/m no es de Lipschitz).

Es decir, cualquier problema de condicién inicial “normal” tiene
una unica solucion. Lo dificil es calcularla con exactitud.
LY como puede calcularse de manera aproximada?

3.1. La derivada como flecha. Es costumbre pensar en la deri-
vada de una funciéon como la pendiente de la grafica de dicha funcién
en el punto correspondiente. Es més 1til pensar que es la coordenada
Y del vector velocidad de la grdfica.

Cuando se representa graficamente una funcion, lo que se debe pen-
sar es que se esta trazando una curva con velocidad horizontal constante
(el eje OX tiene la misma escala en todas partes, “se va de izquierda a
derecha con velocidad uniforme”). De esta manera, una grafica de una
funcién f(z) es una curva (z, f(x)). El vector tangente a esta curva es
(derivando respecto del parametro, que es x) el vector (1, f'(x)): la de-
rivada de f indica la direccién vertical del vector tangente a la grafica
si la velocidad horizontal es constante.

De esta manera, se puede entender una ecuacién diferencial de la
forma y' = f(z,y) como una ecuacién que dice “se busca la curva
(x,y(z)) tal que el vector velocidad en cada punto es (1, f(x,y)).”
Asi que puede dibujarse el conjunto de vectores “velocidad” en el plano
(x,y), que estan dados por (1, f(z,y)) (la funcién f es conocida) y se
trata de dibujar una curva que tenga como vector velocidad ese en
cada punto y (la condicién inicial) que pase por un punto concreto
(y(zo) = o). Como se ve en la Figura 1, si se visualiza asi, es sencillo
hacerse una idea de como serd la curva que se busca.

Si se tuvieran las flechas (los vectores (1, f(z,y))) dibujados en un
plano, trazar una curva tangente a ellos no es necesariamente muy
dificil. De hecho, si lo que se quiere es una aproximacion, la idea mas
intuitiva es “sustituir la curva por segmentos que van en la direccién
de las flechas”. Si el segmento se toma con longitud muy pequena, uno
piensa que se aproximara a la solucién.
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FiGurRA 1. Flechas que representan vectores de una
ecuacion diferencial del tipo ' = f(z,y). Obsérvese que
todos los vectores tienen misma magnitud en horizontal.

Esta es precisamente la idea de Euler.
Ante un plano “lleno de flechas” que indican los vectores velocidad
en cada punto, la idea mas simple para trazar una curva que

e Pase por un punto especificado (condicién inicial y(zg) = yo)
e Tenga el vector velocidad que indica f(z,y) en cada punto

La idea mas sencilla es discretizar las coordenadas x. Partiendo de
To, se supone que el eje OX esta cuantizado en intervalos de anchura
h —de momento una constante fija— “lo suficientemente pequena”.
Con esta hipotesis, en lugar de trazar una curva suave, se aproxima la
solucién dando saltos de anchura h en la variable x.

Como se exige que la solucién pase por un punto concreto y(zg) =
Yo, no hay mas que:

e Trazar el punto (z¢,yo) (la condicién inicial).

e Computar f(zg,vo), que es el valor vertical del vector veloci-
dad de la curva en cuestion en el punto inicial.

e Puesto que las coordenadas x estan cuantizadas, el siguiente
punto de la curva tendré coordenada x igual a xg + h.

e Puesto que la velocidad en (zg,yo) es (1, f(xo,y0)), la aproxi-
macién mas simple a cudnto se desplaza la curva en un inter-
valo de anchura h en la x es (h, hf(xg,yo)) (tomar la z como
el tiempo y desplazarse justamente ese tiempo en linea recta).
Llamense x1 = xo + h e y1 = yo + hf(zo, yo)-

e Trécese el segmento que une (xg, o) con (xq,y;): este es el
primer “tramo aproximado” de la curva buscada.
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e En este momento se tiene la misma situacién que al principio
pero con (z1,y;) en lugar de (zg,yo). Repitase el proceso con
(z1,21).
Y asi hasta que se desee. Lo que se acaba de describir se conoce co-
mo el algoritmo de Fuler para integrar numéricamente una ecuacién
diferencial.

4. Fuentes del error: truncamiento y redondeo

Obviamente, la solucién de una ecuacién diferencial y' = f(z,y)
no sera siempre (ni casi nunca) una curva formada por segmentos rec-
tilineos: al aproximar la solucién y(z) por los segmentos dados por el
método de Euler, se estd cometiendo un error que puede analizarse
con la férmula de Taylor. Si se supone que f(z,y) es suficientemente
diferenciable, entonces y(x) también lo serd y se tendréd que

2

o+ k) = y(wo) + by o) + 4/ (0)

para cierto 6 € [xg, 29 + h]. Como lo que se estd haciendo es olvi-
darse del ultimo sumando, el error que se produce es exactamente ese
sumando: un término del tipo O(h?), de segundo orden al hacer la pri-
mera iteracion. Este error, que aparece al aproximar una funciéon por su
desarrollo limitado de Taylor de un grado finito, se denomina error de
truncamiento (pues se esta truncando la expresion exacta de la funcién
solucién).

Por lo general, se supone siempre que el intervalo en que se integra
la ecuacién diferencial es del orden de magnitud de h=!. De hecho, si
el intervalo de célculo es [a, b], se fija un nimero de intervalos n y se
toma zop = a, x, = by h = (b — a)/n. Por tanto, realizar el célculo
desde xy = a hasta x,, = b requiere n = 1/h iteraciones, de manera que
el error de truncamiento global es del orden de h=*O(h?) ~ O(h): tiene
magnitud similar a la anchura intervalo. Aunque, como se vera, esto hay
que entenderlo bien, pues por ejemplo (b—a)°h es del orden de h, pero
si b > a, entonces es mucho mayor que h. En estos problemas en que
se acumulan errores, es importante tener en cuenta que la acumulacién
puede hacer aparecer constantes muy grandes.

Pero el truncamiento no es la tnica parte de la que surgen errores.
Como ya se ha insistido, calcular en coma flotante (que es lo que se
hace en este curso y en todos los ordenadores, salvo raras excepciones)
lleva implicito el redondeo de todos los datos a una precisién especifica.
En concreto, si se utiliza coma flotante de doble precision como espe-
cifica el estandar IEEE-754, se considera que el niimero méas pequeno
significativo (el épsilon de dicho formato) es € = 2752 ~ 22204 x 1071°,
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Es decir, lo mas que se puede suponer es que el error de redondeo es
menor que € en cada operacién. Si se supone que “operaciéon” significa
“iteracion del algoritmo”, se tiene que cada paso de x; a x;; genera
un error de magnitud e. Como hay que realizar n = 1/h pasos desde
xg hasta z,, el error de redondeo global es del orden de €/h. Por tanto,
como € es un dato fijo (no se puede mejorar en las circunstancias de
trabajo), cuanto mds pequeno sea el intervalo entre x; y x;y1, mayor
serd el error de redondeo.

Asi pues, la suma del error de truncamiento y el de redondeo es de
la forma (tomando infinitésimos equivalentes)

mm:%+m
que crece cuando h se hace grande y cuando h se hace pequeno. El
minimo de F(h) se alcanza (esta es una facil cuenta) cuando h ~ \/e:
no tiene sentido utilizar intervalos de anchura menor que /€ porque el
error de redondeo se magnificara. Por tanto: tomar intervalos lo mas
pequenos posibles puede conducir a errores de gran magnitud.

En el caso de doble precision, la anchura més pequena sensata es del
orden de 10~%: anchuras menores son inttiles, ademds de la sobrecarga
de operaciones que exigen al ordenador. Si en algin momento parece
necesario elegir una anchura menor, lo més probable es que lo que se
requiera es elegir un algoritmo mejor.

Esta consideracion sobre el error de redondeo y de truncamiento es
independiente del método: cualquier algoritmo discreto incurrird en un
error de truncamiento inherente al algoritmo y en un error de redondeo.
Lo que se ha de hacer es conocer como se comporta cada algoritmo en
ambos casos.

4.1. Anchura variable. Hasta ahora se ha supuesto que el inter-
valo [a, b] (0, lo que es lo mismo, [zg, x,]) se divide en subintervalos de
la misma anchura h. Esto no es necesario en general. Pero simplifica la
exposicion lo suficiente como para que siempre supongamos que los in-
tervalos son de anchura constante, salvo que se indique explicitamente
lo contrario (y esto es posible que no ocurra).

5. Integracion e integral

Supdngase que la ecuacién diferencial y' = f(x,y) es tal que la
funcién f depende solo de la variable x. En este caso, la ecuacion se
escribira
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y significa y es la funcion cuya derivada es f(x), es decir, es el problema
de calcular una primitiva. Este problema ya se ha estudiado en su
capitulo, pero esta intrinsecamente ligado a casi todos los algoritmos
de integracion numérica y por ello es relevante.

Cuando la funcién f(z,y) depende también de y, la relacién es més
dificil, pero también se sabe (por el Teorema Fundamental del Célculo)
que, si y(z) es la solucién de la ecuaciéon y' = f(x,y) con condicién
inicial y(zo) = yo, entonces, integrando ambos miembros, queda

wwszwmmﬁ+m,

que no es el calculo de una primitiva pero se le parece bastante. Lo
que ocurre en este caso es que los puntos en los que hay que evaluar
f(z,y) no se conocen, pues justamente dependen de la grafica de la
soclucién (mientras que al calcular una primitiva, el valor de f(x,y) no
depende de y). Lo que se hace es intentar acertar lo mds posible con la
informacion local que se tiene.

6. El método de Euler: integral usando el extremo izquierdo

Si se explicita el algoritmo para integrar una ecuacién diferencial
utilizando el método de Euler como en el Algoritmo 10, se observa que
se aproxima cada valor siguiente y;,1 como el valor anterior al que se
le suma el valor de f en el punto anterior multiplicado por la anchura
del intervalo. Es decir, se esta aproximando

/xi+1 Fty(t) dt ~ (i1 — ) f (@i, y5) = hf (24, y5).

i

Si la funcién f(x,y) no dependiera de y, se estaria haciendo la aproxi-
macion

b
/f@ﬁzw—wﬂm

que se puede denominar (por falta de otro nombre mejor) la regla del
extremo izquierdo: se toma como area bajo f(x) la anchura del intervalo
por el valor en el extremo izquierdo de este.

Podria intentarse (se deja de momento como ejercicio) plantearse
el problema “y si se quisiera utilizar el extremo derecho del intervalo,
Lqué habria que hacer?”: esta pregunta da lugar al método implicito
mas simple, que todavia no estamos en condiciones de explicar.
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Algoritmo 10 (Algortimo de Euler con aritmética exacta)

Input: Una funcién f(z,y), una condicién inicial (zg,yo), un inter-
valo [zg,x,] y un paso h = (z, — xo)/n

Output: una coleccién de puntos yo, y1, - - -, ¥, (que aproximan los

valores de la solucién de ¢y = f(z,y) en la malla z, ..., z,)
*INICIO

140

while i < n do
Yir1 < Yi + hf (i, ys)
14—1+1

end while

return (yo,...,Yn)

7. Euler modificado: regla del “punto medio”

En lugar de utilizar el extremo izquierdo del intervalo [x;, x;11] para
“integrar” y calcular el siguiente y; 1, seria preferible intentar utilizar
la regla del punto medio como primera idea. El problema es que con los
datos que se tienen, no se conoce cudl sea dicho punto medio (por la
dependencia de y que tiene f). Aun asi, se puede tratar de aproximar
de la siguiente manera:

e Se utilizard un punto cercano a P; = [x;,y;] y que esté a la
mitad de la distancia entre x; y x;11.

e Como no se conoce nada mejor, se hace la primera aproxima-
cién como en el algoritmo de Euler y se toma como extremo
derecho Q; = [zit1, yi + hf (i, ys)).

e Se calcula el punto medio del segmento P,Q;, que es (x; +
h/2,y; + h/2f(x;,y;)). Lldmese k a su coordenada y.

e Se utiliza el valor de f en este punto para calcular el siguiente
Yir1: Yir = Yi + hf(z; + h/2,k).

Si f(z,y) no depende de y, es sencillo comprobar que lo que se
esta haciendo con los pasos descritos es la aproximacion

a+b

[ r@de = b= a3,

que es la regla del punto medio de integraciéon numérica.

Este método se denomina método de Euler modificado y tiene un
orden de precision superior al de Euler; es decir, es de orden 2, lo que
significa que el error acumulado en z,, es O(h?). Se describe en detalle
en el Algoritmo 11.
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y‘—}—]{il*
Z2Z_‘_k,2,

Yi

x; T + % Tit+1
Ficgura 2. Ilustracién de Algoritmo de Euler modifica-
do. En lugar de sumar el vector (h, hf(x;,y;) (azul), se
suma en el punto (z;,y;) el vector verde, que corresponde
al vector tangente dado en el punto medio (en rojo).

Algoritmo 11 (Algortimo de Euler Modificado con aritmética exacta)

Input: Una funcién f(z,y), una condicién inicial (zg,yo), un inter-
valo [zg,x,] y un paso h = (z, — xg)/n

Output: una coleccién de puntos yo, y1, - - -, Yn (que aproximan los

valores de la solucién de y' = f(z,y) en la malla zo, ..., x,)
*INICIO

10

while : <n do
k< fai vi)
2% Yi + gkl
k2 f(zi+ 5, 22)
Yiy1 < Yi + hik?
11+ 1

end while

return (yo,...,Yn)

Como muestra la Figura 2, el algoritmo de Euler modificado con-
siste en utilizar, en lugar del vector tangente a la curva descrito por
(1, f(zi,9:)), “Nevar a (x;,y;)” el vector tangente en el punto medio del
segmento que une (z;,y;) con el punto que corresponderia a utilizar el
algoritmo de Euler. Desde luego, se sigue cometiendo un error, pero
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al tomar la informacién un poco mads lejos, se aproxima algo mejor el
comportamiento de la solucién real.

La siguiente idea es utilizar una “media” de vectores. En concreto,
la media entre los dos vectores, el del “inicio del paso” y el del “final
del paso de Euler.”

8. Método de Heun (regla del trapecio)

En lugar de utilizar el punto medio del segmento que une el inicio
y el final del método de Euler puede hacerse una operacién parecida
con los vectores: utilizar la media entre el vector al inicio del paso y el
vector al final del paso de Euler. Este es el algoritmo de Euler mejorado
6 algoritmo de Heun. Se describe en detalle en el Algoritmo 12.

Es decir, cada paso consiste en las siguientes operaciones:

e Se calcula el valor k' = f(xy, ;).

e Se calcular el valor 22 = y; + hk'. Esta es la coordenada y; 1
en el algoritmo de Euler.

e Se calcula el valor k? = f(z;,1, 2%). Esta serfa la pendiente en
el punto (x;41,¥y;41) en el algoritmo de Euler.

e Se calcula la media de k' y k?: %

“paso”, es decir: yiy1 = y; + 2(k' + k?).

y se usa este valor como

El método de Heun se describe graficamente en la Figura 3.

yi + hk1 |-

Yit+1 -

yi + hk? |-

Yi |

| | |
Z; Ti1 Tig1+h

Ficura 3. Tlustracion de Algoritmo de Heun. En el pun-
to (x;,y;) se anade la media (en verde) de los vectores
correspondientes al punto (z;, ;) (azul) y al siguiente de
Euler (en rojo).
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Algoritmo 12 (Algortimo de Heun con aritmética exacta)

Input: Una funcién f(z,y), una condicién inicial (zg,yo), un inter-
valo [zg,x,] y un paso h = (z, — xo)/n

Output: una coleccién de puntos yo, y1, - - -, ¥, (que aproximan los

valores de la solucién de ¢y = f(z,y) en la malla z, ..., z,)
*INICIO

140

while i < n do
kl — f(xza yz)
22— Yi + hk!
k? f(ﬂ?l + h, 22)
Yirl < Y; + %(kl + k2)
14 1+1

end while

return (yo,...,Yn)




