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CAPITULO 1

Aritmética finita y andlisis del error

Ejercicio 1. La distancia de la Tierra a la Luna varia en la actua-
lidad (2012) entre 356400 y 406700 km. Acétese el error absoluto y
el error relativo cometido al utilizar cualquiera de los valores de ese
intervalo como “distancia real”.

SoLucioN. Supongamos que la distancia exacta en un momento dado
es d. Segun el enunciado, d € [356400,406700] (en unidades de km). Si
se usa uno de los dos extremos del intervalo como valor, digamos E, se
tiene que

|d — E| < 406700 — 356400 = 50300
y esa es la cota del error absoluto (no puede ser mayor que ese valor).
Para el error relativo,

|d —e| _ 50300
<
d — d
y, como d > 356400 (por los datos del problema), el error relativo es
|d — €| < 50300
d ~ 356400

(como mucho el 14%). Como se ve, la luna varia de distancia bastante, a
lo largo de un afo.

~ 0.1411

Ejercicio 2. Unaregla que supuestamente mide 1m posee un error
relativo de 0.05%. Si se usa para medir 10m, ;Cuél es el error relativo
que se comete?

Ejercicio 3 (El calendario Gregoriano). Expliquese el algoritmo
del Calendario Gregoriano, teniendo en cuenta que

e La duracién de un afio “real” es de 365.242374 d1as.
e Se quiere que el desfase entre el equinoccio de primavera y

el dia 21 de marzo no pase en ningtin caso de un dia.
SoruciON. [Solucién (no desarrollada)] El error que se produce al usar
365 dias en lugar de 365.242374 es, obviamente, 0.242374 dias por aio.
Al cabo de 4 afios el error es de 0.969496 (aun menor que 1) y al cabo de
5 es ya mayor que 1, asi que hay que corregir el calendario como mucho
cada cuatro afios. Si cada 4 afios (de calendario, que es el tiempo que rige

la vida humana) se afiade un dfa, al cabo de 4 afios se tienen

4 x 365 + 1 = 1461
3
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dias “de calendario”, mientras que dias reales son
4 x 365.242374 = 1460.969496

que da un error de 0.030504 dias (de mas que se cuentan). Por tanto,
se puede mantener este error (0.0340504 dias cada cuatro afios) durante
como mucho 1/030504 ~ 32.7 ciclos de 4 afios. Como esto es un lio
(32 x 4 = 128), se elige cambiar cada 25 ciclos de 4 afios (i.e. cada 100
afios). Asi pues, cada 100 afios de calendario hay que evitar sumar un dia
(i.e. el bisiesto no lo es). Esto produce que, a los 100 afios se tienen

1461 x 4 — 1 = 36524
dias de calendario, mientras que los reales son
36524.2374

lo que da un error de 0.23 dias (de menos) cada 100 afios. Se puede
mantener este error unos 100/0.23 afios (mas o menos 4.34): por tanto,
cada 4 anos hay que corregir este error y, por tanto, contar un dia mas.

En fin: cada 4 anos se suma un dia, excepto cada 100, excepto cada 400.
(El siguiente error ocurre ya mas lejos y posiblemente se esté arreglando
usando “segundos bisiestos").

Ejercicio 4. Se calcula la integral siguiente

1
a2
/exdx
0

utilizando el desarrollo limitado de Taylor de orden 4 del integrando,
que es:

4

T(e‘xz,x =0,4)=1—x>+ %

Calctlense aproximadamente los errores absolutos y relativos come-
tidos sabiendo que el valor exacto de la integral es 0.74682413+. ;Son
notables?

SoLucION. La integral utilizando la aproximacién es, obviamente

/11 > X e—1 oL L 5330~ 0.7666
— X —dx=1—=-+-—= ~ 0.
0 2 3 10

Si el valor exacto es 0.74682+, el error absoluto es 0.019846 aprox. y el
error relativo es 0.019846/0.74682 ~ 0.02657+, es decir, el 2.65% que
no parece demasiado para un desarrollo tan corto.

Ejercicio 5. Un reloj digital de laboratorio comete un error de
0.0000101 segundos por cada pulso. Dicho reloj da un pulso cada 3
segundos. ;Cuanto tardard en desfasarse 1s? ;Qué error relativo co-
mete?



1. ARITMETICA FINITA Y ANALISIS DEL ERROR 5

Sorucion. Nota: este ejercicio estaba mal resuelto en una versién
anterior. Me avis6é un alumno de ello.

Una mera regla de 3. Un pulso son 3 segundos. Trabajaremos en se-
gundos en todos los apartados, asi que:

3s — 0.0000101s
x(s) — 1s

que da x = 3/0.0000101 ~ 297000 segundos que tardara el aparato en
desfasarse 1s. El error relativo es, puesto que 3 segundos los mide como

3.0000101 (o bien 2.9999899), es, entonces:
0.0000101
3

Obsérvese que el error (relativo o absoluto) no depende de si adelanta o
retrasa.

~ 337 x 107°.

Ejercicio 6. Se tiene un registro A que almacena valores en coma
flotante de 64 bits y otro registro B que almacena valores enteros sin
signo y tiene 16 bits. En determinado proceso solo interesa el valor
entero de A, no su parte decimal ;Es razonable simplemente “tras-
pasar” la parte entera de A al registro B? ;Cuaél es el valor maximo
que puede almacenar B?

SoruciON. No es razonable en absoluto porque A puede almacenar
valores muchisimo mas grandes que los de B. En B solo caben valores
hasta 210 — 1 = 65.535.

Ejercicio 7. El cambio Euro-peseta era, en su dia, (supongamos)
1 Eu = 166.386 pts, pero la ley obligaba a que al realizar una transac-
cién se redondeara a la unidad monetaria mds cercana (a pesetas si se
cambia a pesetas, a céntimos si se cambia a Euros). Calcular:

e Los errores absolutos y relativos al cambiar 1 Euro por 166
pesetas.

e Los errores absolutos y relativos al cambiar 1 peseta por su
“equivalente” en Euros.

e Loserrores absolutos y relativos al cambiar 1 céntimo por su
“equivalente” en pesetas.

SoruciON. Al cambiar 1 euro por 166 pesetas, el error absoluto es
0.386 pesetas, y el error relativo es 0.386/166.386 ~ 0.00231 (un 0.2%).
Al cambiar 1 peseta por su equivalente en euros deberia hacerse lo
siguiente. Una peseta es 1/166.386 euros, es decir, 0.006014 euros, que
es algo mas de medio céntimo. Como hay que redondear, se ha de cambiar
por 1 céntimo. Asi pues, el error absoluto es 0.0039898+-. El error relativo

es
0.0039898

000601 — 0.66387+
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(un 66%, una auténtica salvajada). Por eso estaba prohibido cambiar pe-
setas por euros “de una en una”).

Al cambiar un céntimo a pesetas, un céntimo serian 0.01 x 166.386 =
1.66386 pesetas, que tendria que redondearse a 2 pesetas. El error absoluto
es 0.33614 y el error relativo es

0.33614

1.66386

(un 20%, otra burrada). Por lo mismo, estaba prohibido cambiar de céntimo
en céntimo.

~0.20

Ejercicio 8. El cuentakilémetros de una bicicleta calcula la distan-
cia recorrida computando el niimero de vueltas de la rueda, usando
como aproximacién 71 ~ 3.1. Un amigo nos dice que es importante
utilizar 7t o~ 3.14 al menos. Se sabe que el didmetro de la rueda (por
la presion, desgaste, etc.) es 0.8m 4= 0.02m. ; Tiene razén nuestro ami-
go?

SorLuciON. La longitud de la rueda no se conoce, pero se sabe que
puede tener un error de hasta 0.02 m por 0.8 m. Su error relativo es, por
tanto, de hasta

0.02
—— = 0.025.
0.8
El error relativo de utilizar 3.1 en lugar de 3.1415 . .. es, aproximadamente,
0.0415
=0.01
3.1415 0.013+

que es menor que el error relativo de la longitud de la rueda. No tiene
sentido preocuparse (no vamos a arreglar nada, pues la fuente del error
es mayor que nuestra hipotética correccién). Lo que hace falta es una
rueda cuya longitud pueda medirse con mas precisién, si queremos medir
distancias con ella. En las circunstancias en las que esta la bicicleta, lo que
hay que hacer es ser conscientes del error de medicién cometido (hasta un
2.5%). Lo demas es hilar sin aguja.



CAPITULO 2

Solucidon de ecuaciones no lineales

Ejercicio 9. Utilizar el algoritmo Babilénico para calcular raices

cuadradas para calcular +/600 y +/1000 de manera que el error al ele-
var al cuadrado sea menor que 0.1.

SoLucIiON. Hacemos el caso de v/600, el otro es exactamente igual.

Como no nos dicen con qué valor comenzar, lo hacemos con uno ra-
zonable, por ejemplo, xp = 20. Llamamos al error absoluto al elevar al
cuadrado, e;. Se tiene que ey = 200. Ahora

X1 = 20—;30 = 25,1 = |600 — 625| — 25.
Seguimos
Xy = w = 24.5, e = (600.25 — 600| = 0.25
El siguiente valor es
X3 = w = 24.49489, x2 = 600.000002+

asi que terminamos tras tres iteraciones. El valor exacto es /600 ~
24.49489744-, que es practicamente igual a x3. Este algoritmo es muy
rapido.

Ejercicio 10. Relacionar de alguna manera el algoritmo babilé6ni-
co de la raiz cuadrada con el algoritmo de Newton-Raphson.

SoLuciON. Si se trata de calcular 1/a, el algoritmo babilénico, en el
paso n, transforma x, en

Xn‘i‘x_an x,%—i—a
2 2Xn
2

mientras que el algoritmo de Newton-Raphson, utilizando f(x) = x° — a,
transforma x, en

Xn+1 =

x2—a a+x?
Xn+1 — Xn — Ox = >
n

que es lo mismo. Es decir, son el mismo algoritmo.

Ejercicio 11. Se quiere calcular v/a. Escribase cuénto vale x,, .1 en
funcién de x;, si se utiliza el algoritmo de Newton-Raphson para ello.
Comparese con el algoritmo babilénico para la raiz cuadrada.

7
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Sorucion. El el mismo ejercicio que el 10.

Ejercicio 12. ;Qué ocurre si se ejecuta el algoritmo de Newton-
Raphson con la funcién f(x) = x® — x y el valor inicial xg = v/1/5?
SoLucION. Si se calcula el siguiente elemento, sale

x1=+1/5—- VI/125 = VI/5 (..)=—V1/5.

3/56—1

Se recomienda hacer el calculo entero que hay en los puntos suspensivos.
Si ahora se calcula el siguiente elemento

1/5—+1/125
o= /15— Y /3/5\_/1/ = (...) = /1/5.

Y se retorna a la semilla. El algoritmo de Newton-Raphson, en este caso,
es totalmente indtil porque va alternando dos valores y nunca se acerca a
ninguna raiz (las raices son —1,0,1).

Ejercicio 13. Se quiere calcular v/2 con 6 cifras decimales exactas.
Se pide:
(1) Usando la semilla xy = 1, calcular el valor de x; usando el
algoritmo de Newton-Raphson.
(2) ¢Cuéntos pasos haran falta para conseguir dichas 6 cifras de-
cimales exactas?

SoruciOn. Para utilizar el algoritmo de Newton-Raphson, necesitamos
una funcién. En este caso, est4 claro que f(x) = x* —2 es una buena
eleccién. Si xp = 1, entonces, como f'(x) = 4x3,

14 -2 -1 5
xp =1 4_13—1 4—4—1.25.
Para saber cuantos pasos hacen falta para conseguir 6 cifras exactas, ne-
cesitamos dos cosas: un intervalo en el que sepamos que hay una raiz y
acotar las derivadas primera y segunda en dicho intervalo.

Sabemos que 1.25% = 2.444 > 2, mientras que 1.15*% = 1.74+ < 2.
Por tanto, en el intervalo [1.15,1.25] (de anchura 0.1) hay una raiz con
certeza. En ese intervalo, f/(x) y f”/(x) son ambas crecientes, asi que:

o |f"(x)] < 12 x 1.25%2 = 18.75 = K,
o |f'(x)| >4 x1.15% =6.0835 = L.
Seglin el teorema de convergencia cuadratica del algoritmo de Newton-

Raphson, por tanto, si r es la raiz en dicho intervalo, como K/(2L) <
1.3, obtenemos que

Ixo — r|(1.3 x 0.1)? < 0.0169

y a partir de ahora
xp — r| < (0.13)2" .
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Para asegurar que el error es menor que 107°, basta con conseguir que
log(1079)
log(0.13)

y, por tanto, basta con que n— 1 = 3. Por tanto, tras n = 4 iteraciones,
ya se tienen 6 cifras decimales exactas.

on—1 = 6.77+

Ejercicio 14. Calcular, utilizando dos pasos del algoritmo de Newton-
Raphson, el radio de una esfera cuyo volumen sea 7t (centimetros
ctbicos). ;Cudntos pasos hacen falta para asegurar que el error ab-
soluto sea menor que 10710?

SoLuciON. Para resolver este problema, hay que resolver la ecuacién
%WX?’ — 7 = 0, que simplificando, es %x3 —1 = 0. Asi, pues, si se toma
f(x)= %X3 — 1, se ha de encontrar una raiz de esta funcién. Comenzando
con xp = 1 (pues esta por ahi), obtenemos

4/3-1_. 1 _1
4 712012
Se sabe que 4/3 x (11/12)3 > 1, mientras que 4/3 x (10/12)3 < 1,
asi que hay una raiz en el intervalo [10/12,11/12], de anchura 1/12.

La derivada f/(x) = 4x? y la segunda derivada f”(x) = 8x son ambas
crecientes cuando x > 0, asi que

(1) |f'(x)| > 4% (10/12)2=10/3 = L.
(2) |f"(x)] < 8%11/12 =22/3 = K.

Por tanto, si r es la Unica raiz en [10/12, 11/12] (dnica porque la funcién
es creciente en él), entonces

2
xo — f| < (\/22/20 x 1/12) ~ 0.08742.
Para obtener un error menor que 10710, basta con conseguir que
no1 _ log(10719)
log(0.0874)

con lo que basta que n —1 = 4, es decir, tras n = 5 iteraciones se
garantiza ese error (posiblemente antes, pero necesitariamos un estudio
mas detallado).

x1 =1

> 9.5,

Ejercicio 15. Se quiere calcular el punto de corte de las graficas
de f(x) = ﬁ y g(x) = 2x, utilizando el algoritmo de Newton-
Raphson. Sea r la coordenada x de dicho punto de corte. Utilizando
la semilla xo = 1/2:

(1) Calcular xq,
(2) Sin calcular xp, ;puede asegurarse de alguna manera que
|xy — r| < 0.001?
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SoruciON. Para calcular el corte de dos gréficas, se igualan las dos

funciones
1

1+ x2
y ahora puede decidirse restar o bien despejar de otra forma. Como parece
mas sencillo eliminar los denominadores desde el principio, despejamos asi:

= 2x

2x3+2x —1=0,

y tomamos la funcién f(x) = 2x3 + 2x — 1 para aplicar el método de
Newton-Raphson. La derivada es f/(x) = 6x? + 2. Si xg = 1/2, entonces
1 ++1-1 1 1 6 3
2 342 2 14 14 7
Para hacer la segunda parte, se razona como en el ejercicio 13. Hay que
verificar que f'(x) y f”(x) son ambas crecientes, para poder hacerlo, o
decrecenties, claro.

Ejercicio 16. Se quiere calcular el punto de corte, en el primer
cuadrante, de las gréficas de f(x) =2/x%y g(x) = x°.

e ;Coémo aplicarias el algoritmo de Newton-Raphson?

e Sila semilla es x9 = 1, ;Cudntas iteraciones del algoritmo
hacen falta para asegurar (sin conocer la solucién exacta)
que el error sea menor que 10707 (Para esto quizas haya que
calcular una o dos iteraciones)

SoruciOn. Es exactamente igual que el ejercicio 15

Ejercicio 17. Comparese la velocidad de convergencia del algo-
ritmo de biseccion en el intervalo [0, 1] y el de Newton-Raphson con
semilla 0.9 para la funcién f(x) = x” — 0.9.

SoruciOn. No se trata mas que de hacer unas cuantas iteraciones (no
es un ejercicio tedrico). Hagamos simplemente dos pasos de cada uno.

e Biseccién: obviamente, f(0) < 0y (1) > 0, asi que se puede
aplicar. Tomamos ¢ = 0.5. Se tiene que f(0.5) < 0, asi que el
nuevo a es a = 0.5 y el intervalo nuevo es [0.5,1]. Se toma en-
tonces ¢ = 0.75, etc. Noétese que ni siquiera nos hemos acercado

a la semilla.
e Newton-Raphson con semilla xp = 0.9. El siguiente valor es
0.9'—0.9
=09———=1.01 :
x1 =09 =096 01335 +

El siguiente valor es (tras hacer las cuentas) xp = 0.98732+.

El valor exacto es 0.98506. Si se empezara (para ser mas “justos”) el algo-
ritmo de biseccidn con el intervalo [0.9, 1], tampoco se ganaria demasiado.
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Ejercicio 18. Explicar qué ocurre si se utiliza el algoritmo de Newton-
Raphson con semilla xp = 3 parala funcién f(x) = atan(x) — 0.3. ;Se
puede remediar?

SoLuciON. La derivada de f(x) es

1
(atan(x) —0.3)" = 17,2
Tomando xg = 3, el siguiente valor es
atan(3) — 0.3
=3-——74  _— ~ —6.4904.
X1 /{11 2) 6.490

Que tiene un valor absoluto muy grande. Si se dibuja la funcién f(x),
(aprox. como en la Figura 2), se observa que la pendiente de la recta
tangente en puntos lejanos al origen es muy horizontal (y cada vez mas):
de hecho, cada punto de corte esta mas lejos del origen que el anterior, con
lo cual el algoritmo de Newton-Raphson no sirve para nada en este ejemplo.
En realidad, deberian hacerse las cuentas con detalle pero lo dejamos como

Ficura 1. Gréfica de atan(x) —0.3.

un ejercicio para casa. El hecho de que f/(x) = ﬁ que es una funcién
que “decrece” segliin uno se aleja del origen, y que estd muy proxima a

cero, es la clave.

Ejercicio 19. Calcular con 5 digitos de precisién (utilizando el al-
goritmo de Newton-Raphson) una raiz de cos(3x) — x. ;Tiene senti-
do este enunciado si no se saben calcular las funciones trigonométri-
cas con exactitud? ;Qué puede hacerse?

Sorucion. El ejercicio es exactamente igual que el 13. Es importante
para acotar tener en cuenta que cos’(3x) = 3sen(3x), cuyo valor absoluto
es como mucho 3.

No tiene sentido utilizar Newton-Raphson si las funciones trigonomé-
tricas no se conocen con precision absoluta (cosa cierta): para funciones
trascendentes, solo puede usarse tedricamente el algoritmo de la secante (y
ni siquiera). En realidad, no importa mucho pero es |a respuesta adecuada.

Lo que puede hacerse es ir con mucho cuidado y acotar muy bien el
error que se puede ir cometiendo en cada paso. Las funciones exponenciales
y trigonométricas son muy buenas por sus caracteristicas de convergencia.
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Ejercicio 20. Considérense las funciones que verifican la siguien-
te propiedad:
)
- = 3x.
f'(x)
Sin resolver esa ecuacién diferencial, explicar qué ocurre con el algo-
ritmo de Newton-Raphson para dichas funciones.

SoLuciON. Supongamos que se esta en el paso n del algoritmo, se ha
llegado a calcular x, y se quiere calcular x,41:

_ f(Xn)
Xn+1 = Xn = 7\
f (Xn)
pero segun el enunciado, se obtiene:
Xn+1 = Xn - 3Xn = _2Xn.

Por tanto, si se comenzé con xg, el siguiente elemento serd —2xg, el siguien-
te 4xp, el siguiente —16xg, etc.: se obtiene una sucesién que va teniendo
valor absoluto cada vez mas grande y el algoritmo no converge. Es muy
similar a lo que pasa en el ejercicio 18.

Ejercicio 21. Se consideran las funciones g(x) = 7+ 4sen(%) y
f(x) = g(x) — x. Se pide:
e Comprobar que f tiene una tinica raiz real c y que estd entre
Oy2m.
e Calcular un valor aproximado de ¢ utilizando el algoritmo
de Newton-Raphson garantizando que se han obtenido al
menos 5 cifras decimales exactas.

SoruciON. Es* exactamente igual que el Ejercicio 13.

Ejercicio 22. De manera informal, se define el algoritmo de requla
falsi como aquél que, para buscar una raiz de una funcién continua
f en un intervalo [a,b] en que f(a)f(b) < 0 comienzaconayby
en cada paso sustituye uno de los dos por el punto de corte de la
recta que une (a, f(a)) y (b, f(b)) con el eje OX. Se pide describirlo
con precisién (es decir, enunciarlo como un algoritmo de los apuntes,
indicando la entrada, la salida, los pasos, como se itera, etc...).

SorLucidN. Se pude enunciar como sigue:

Entrada: Una funcién f(x) continua, un intervalo [a, b] en que f(x) tenga
signos opuestos en ay b, y una tolerancia ”
Salida: Un valor ¢ que es, supuestamente, una raiz aproximada de f(x)
en [a, b].
1. Témese el punto de corte ¢ de la recta que une (a, f(a)) con
(b, f(b)) y el eje OX.
2. Si |f(c)| < ", entonces devuélvase c.
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3. Si f(a)f(c) < 0 entonces sustitiyase b por c. Si no, sustitlyase
a por c.
4. Repetir desde 1. hasta que se termine.
El hecho de que termina se debe a que el conjunto de los nimeros reales es
completo (no entro en detalles). Por eso no hace falta (si no se quiere) un
nimero maximo de iteraciones. Se deja como ejercicio enunciar el algoritmo
si la entrada incluye este nimero maximo.

Ejercicio 23. En el algoritmo de Newton Raphson, ;puede ocurrir
que |x,+1 — xu| < 1077 pero que f(x,.1) > 1? ;Por qué?

SorLuciON. En general, puede ocurrir siempre cualquier cosa rara. Nadie
garantiza que una funcién no pueda ser siiper-extrafia. Considérese f(x) =
2xk, para k > 1, cuya derivada es f'(x) = 2kx*~1. El algoritmo de
Newton-Raphson nos dice que, en el paso n:

2xk Xn
— = =Xy — —.
2kx,l,(_1 k
Si x, = 1, entonces |xp+1 — Xn| = 1/k pero f(xpt1) = 2x,’,‘+1. Si k >
107, entonces es muy facil probar que f(x,11) > 1 (se deja esto como
ejercicio).

Xp+1 = Xp —

Ejercicio 24. Expliquese por qué el algoritmo de Newton-Raphson
aplicado a la funcién f(x) = atan(x) siempre diverge si se toma |xq| >
10. Idea: se tiene que atan(10) > /2.
Sorucion. Es igual® que el ejercicio 18. *Completar






CAPITULO 3

Solucidon de sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 25. Se considera una matriz cuadrada n x n como sigue:

1 -1 0 0 ... O
1 0 -1 0 ... O
1 0 0 -1 ... O
A=1L. . . . . :
1 0 0 O -1
1 0 0 O 0

Se pide:
e Calcular su determinante.
e Explicar qué matrices intermedias irfa dando el algoritmo
de Gauss.
e Calcular la descomposicion LU de A.
e Resolver el sistema Ax = b de una manera maés inteligente
que esa, para cualquier b.

SoLuciON. Vayamos por partes.

e Para calcular el determinante de esta matriz lo mas sencillo es
desarrollar por la primera fila. Llamemos A, a A (para hacer
explicito que tiene tamafio n x n):

[Anl = (=1)* x 1x [By| + (=1)° x (=1) x |Ap1]

donde
O -1 0 --- 0
o 0o -1 --- 0
Bi=|: - .0
0 0 o --- -1
0 O o --- 0

y Ap_1 es la misma matriz A, pero con una fila y una columna
menos. El determinante de B es 0 porque tiene una fila entera
de 0 (la de abajo), asi que queda:

‘An‘ =0+ |An—1‘ = ‘An—ly

y, si repetimos el argumento, llegamos a que |A,| = |A2| y

1 -1

15
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Por tanto, el determinante de A es 1.

e El algoritmo de Gauss comenzarad anulando los elementos de la
primera columna. Para ello, se resta de la fila /, la fila 1, desde
i = 2 hasta n. Vista la estructura de A, la siguiente matriz una vez
hechos ceros todos los elementos de la primera columna debajo
de la diagonal, queda

1]-1 0 0 ... O
of1 -1 0 ... O
o1 0 -1 ... O

A = , ,
o1 0 0 ... -1
o1 0 O ... O

y, como se ve, ahora hay que hacer la misma operacién pero en
la matriz recuadrada, que es igual que A pero de tamafio n — 1.
Y asi irian siendo todas las matrices, hasta llegar a

11-1 0 0 ... O
o)1 -1 0 ... O
0o 1 -1 ... O
A, = _
oo o 0 ... -1
oo o0 0 ... 1

e El apartado anterior nos dice quién es U (la dltima matriz) y la
L se obtiene sabiendo que todos los multiplicadores son —1, asi

que
100 -0
110 -0
L=]111 - 0 u=A,.
111 -1

e En lugar de utilizar el algoritmo de Gauss, es mucho mas ra-
zonable darse cuenta de que la dltima ecuacién del sistema, si
b= (b1,..., by), es

x1 = bp,
y la ecuacién anterior es
X1 — Xp—1 = bp_1,
y que todas las ecuaciones son del tipo
x| — xj = bi,

de manera que el sistema es totalmente trivial mirdndolo “de
abajo arriba”.



3. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 17

Ejercicio 26. Explicar qué ocurre si se aplica el método de Gauss
con pivotaje parcial a una matriz n x n singular (es decir, a un sistema
incompatible o compatible indeterminado). ;Y si se aplica el método
de Gauss sin pivotaje?

Sorucidn. Como la matriz es singular, en algin momento del algoritmo
de Gauss habré, seguro, un 0 en la diagonal principal (si no, el determinante
de la matriz no seria 0). A partir de ese momento, el algoritmo de Gauss
no puede continuar (porque habria que dividir por 0).

El algoritmo de Gauss con pivotaje parcial encontrard un 0 en la dia-
gonal principal. Como se puede hacer pivotaje, o bien esa columna sera ya
de ceros por debajo (en cuyo caso se pasa a la siguiente), o bien se inter-
cambia el pivote y se sigue. En cualquier caso, el algoritmo de Gauss con
pivotaje puede continuar siempre pero, como la matriz tiene determinante
0, en un momento dado habrd quedado un 0 en la diagonal principal.

Ejercicio 27. Sien la descomposicion LU de una matriz A, la ma-
triz L es

L —

W N~
)
— oo

(es posible que A sea igual a L?

SoruciON. Por supuesto, basta hacer que U = Id (la identidad), en-
tonces
A=LU=L.

Ejercicio 28. Se parte de un sistema de ecuaciones lineales Ax =
b, donde A es una matriz cuadrada de tamafio n x n. Se intenta rea-
lizar el algoritmo de Gauss con pivotaje parcial y resulta que aparece
un 0 en la diagonal. Responder razonadamente:

(1) ¢Quiere esto decir que el sistema es incompatible?
(2) ¢Qué se puede decir de la columna en que aparece dicho 0?

Sorucion. Por partes.

(1) No, en absoluto. En estos argumentos siempre se ha de tomar
el caso mas simple (un sistema 2 x 2 y ver qué puede pasar).
Ejemplo:

2x+2y =1

Ox+0y =20
es un sistema de ecuaciones compatible (indeterminado) que ya
esta en forma de Gauss y tiene un 0 en la diagonal principal.

(2) Como es con pivotaje parcial, si la columna de U tiene un 0 en
la diagonal principal, entonces todos los multiplicadores de esa
columna son 0, pues el elemento de la diagonal principal de U es
el que tenia mayor valor absoluto.
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Ejercicio 29. La descomposicion LU de una matriz A ha dado

como U la siguiente matriz:

4
7
U= 9

o O O
S o N
S o oN W

10

Se sabe que la primera columna de L estd llena de 1. ;Qué valores de
A se pueden conocer con certeza?

SoruciON. La matriz L tendrd la siguiente forma (donde las * son
elementos desconocidos):

1 000

1100

L_l*lO

1 % % 1

La matriz A es

1 000 1 2 3 4
A_1100 056 7
11 x 10 0 08 9
1 * x 1 0 0 0 10

y, tal como es L, esto quiere decir que la primera fila de A es igual a
(123 4), la segunda fila de Aes (179 11) (la suma de la primera y la
segunda de U) y los dos dltimos elementos de la primera columna también
son 1. No se puede saber nada mas.

Ejercicio 30. Se tiene una matriz “triangular rara”, como sigue:

aipr a2 ... Aip—1 Q1n
ap ap ... a1 0
asy dazy ... 0 0
a1 0 ... 0 0

(Coémo resolverias un sistema que la tuviera como matriz de coefi-
cientes? ;Por qué?

SoruciON. Esta claro que antes de hacer Gauss, uno debe considerar
que la matriz no es muy complicada. De hecho, si b = (b1 -+ by) es
el vector de términos independientes, entonces la dltima fila significa la
ecuacion

ap1x1 = by,

que se resuelve x; = b,/ an1. La fila anterior es
an-1,1X1 + an-12x2 = by_1,

de donde se puede despejar ya xp, y asi sucesivamente, se obtiene x; en
funcién de las ya calculadas xp, ..., xj—1, usando la fila /.
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Ejercicio 31. Tras realizar el algoritmo de Gauss, se ha obtenido
la matriz

1 0 0
L=|(2 1 0
1 -1 1

¢Se ha realizado pivotaje?

SorucidN. No se ha realizado pivotaje porque, cuando se realiza, el
valor absoluto de los multiplicadores es siempre menor o igual que 1, y
aqui hay uno que vale 2.

Ejercicio 32. La matriz correspondiente a una convolucién con
un nucleo de tamafio 5 x 5, ;cudntos ntiimeros diferentes de cero pue-
de tener en una fila?

SorucidN. Como mucho tendrd 5 x 5 = 25 elementos diferentes de 0
en cada fila (tantos como tenga el nicleo diferentes de 0, que no tienen
por qué ser todos).

Ejercicio 33. ;De qué dimensién es el espacio vectorial que re-
presenta las imagenes de tamafio 800 x 600 en escala de grises? Se
considera, en dicho espacio, la convolucién con ntcleo:

6 0 —6
0 0 O
-6 0 6

(Cuantos elementos distintos de 0 hay en cada fila de la matriz co-
rrespondiente a dicha convolucién?

SorucidN. Las imagenes tienen 800 x 600 = 480000 pixeles y cada
pixel es un dato (un parametro libre), asi que el espacio vectorial tiene esa
dimensién: 480000.

La convolucién tiene nicleo de tamafio 3 x 3, asi que en cada fila habra
como mucho 9 elementos diferentes de 0. En este caso, realmente solo hay
4: los dos 6 y los dos —6, puesto que los otros cinco son 0.

Ejercicio 34. Se trabaja con imagenes digitales en escala de grises
de 1920 x 1080 pixeles y se lleva a cabo una convolucién con niicleo
de tamafio 3 x 3. Contestar a las siguientes preguntas.

e ;Qué dimension tiene el espacio vectorial en el que se esté tra-
bajando?

e ;Qué tamafio tiene la matriz de la convolucién?

e ;Cuantos elementos hay distintos de cero, como mucho, en
cada fila de la matriz anterior?

SovruciONn. Igual que en el ejercicio 33, el espacio vectorial tiene dimen-
sién 1920 x 1080 = 2073600. La convolucién tiene tamafio (aproximada-
mente, depende de si se incluye el borde exterior o no): 2073600 x 2073600
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(es una transformacién lineal del espacio vectorial en si mismo). Finalmen-
te, en cada fila de la matriz de la convolucién, los (nicos elementos que
pueden ser diferentes de 0 son los que corresponden al nticleo, en este caso
3 x 3 =9 elementos.

Ejercicio 35. Se quiere calcular la factorizacién LU de una matriz
usando el algoritmo de Gauss (sin pivotaje). En un momento dado,
hay que realizar la operacion siguiente: sustituir la fila 7 por la fila 7
menos 0.5 veces la fila 2. ;Qué puedes decir sobre algtin elemento de
L?

SoruciON. Aparte de lo obvio (que L es triangular superior y tiene la
diagonal llena de 1), lo Gnico que puede decirse es que, si sus elementos
son lij, o = 0.5 (el elemento de la fila 7, columna 2 es 0.5), que es lo
que corresponde a esa operacion en el algoritmo de Gauss.

Ejercicio 36. Se ha calculado la descomposiciéon LU de una matriz
Ay ha quedado:

1 = 1
U=1|0 2 x
00 3

donde los * son ntiimeros cualesquiera. Dar un ejemplo de matriz A
para la que dicha factorizacién sea posible.

SorLuciON. Siempre se busca lo mas sencillo. En este caso, nada impide
que L = Id (la identidad), pues /d es triangular inferior y su diagonal son
todo 1. Asi pues, A = U cumple las condiciones.



CAPITULO 4

Interpolacion

Ejercicio 37. Se tienen cuatro puntosy se quiere construir un spli-
ne de grado dos que los interpole de tal manera que la derivada en
los puntos intermedios sea continua. Calcular las ecuaciones que des-
criben este problema y explicar si el sistema que se obtiene es deter-
minado o indeterminado. Si es indeterminado, dar més condiciones
para que sea determinado.

Sorucion. Llamemos a los puntos (xo, o), (x1,y1), (x2,¥2), (x3,¥3).
Hay tres polinomios que considerar: Py(x), P1(x) y P2(x), cuyos coefi-
cientes son las variables que se han de calcular. Escribamos

Po(X) = ag + bo(X — Xo) + Co(X — Xo)2

Pl(X) =a + bl(X —Xl) + C1(X — Xl)2

PQ(X) = a + bg(X —X2) + C2(X — X2)2
donde, repetimos, las incoégnitas son las ag, a1, az, bg, b1, b2, ¢y, 1, ¢2: hay
9. Veamos las ecuaciones que aparecen dadas las condiciones:

(1) Primero, cada polinomio debe pasar por los dos extremos de su
intervalo:

Po(x0) = yo < a0 = yo

Po(x1) = y1 & a0 + bo(x1 — x0) + co(x1 — x0)? = y1
Pi(x1) =y1 & a1 =y
Pixx) =yo &= a0+ bi(xe—x1)+cale—x)?=y
Pa(x2) = y2 & a2 = y»
Py(x1) =y e a+tbis—x)+als—x)?=yy

que son 6 ecuaciones.
(2) Las derivadas deben coincidir en los puntos intermedios:

Po(x1) = Pi(x1) < bo +2co(x1 — x0) = by
P{(Xz) = Pé(X2) S b+ 2C1(X2 — X1) = b
que son dos ecuaciones mas.

Y no hay més. Por tanto, se obtienen 8 ecuaciones (que se puede verificar
que son independientes) en las 9 variables: hace falta una méas para que el
sistema sea compatible determinado. Esta ecuacién extra se debe elegir.

Ejercicio 38. Se sabe que una tabla de datos representa el mo-
vimiento browniano unidimensional de una particula. ;Usarias un
spline ctbico para representarlos? ;Por qué?

21
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Sorucion. Un spline clbico representa una curva con derivada y de-
rivada segunda. EI movimiento browniano, por definicién, es no derivable.
Por tanto, no tendria sentido usar un spline clbico para representarlo. Seria
mucho mas adecuada la grafica de una interpolacion lineal a trozos porque
da la idea de “movimiento sin derivada” (por las esquinas de la gréfica).

Ejercicio 39. ;Esposible que existan a y b para los que los siguien-
tes polinomios formen un spline ctibico para la nube (0,0), (2,3), (5,6)?

P(x) =x—2x*+ax’, Q(x) =3+ (x—2)+ (x—2)* +b(x —2)°

Sorucion. No hay mas que imponer las condiciones requeridas para un
spline y ver si se pueden cumplir:

e Que P(x) pase por (0,0) y (2,3):

P(0) =0« 0 =0 (no dice nada).

P(2) =3¢ —6+8a=3 a=9/8.
e Que Q(x) pase por (2,3)y (5,6):

Q(2) =3 < 3 =3 (no dice nada).

Q) =6<15+2Th=6< b= —1/3
e Que P'(2) = Q'(2):

—8+12a=1<a=9/12=3/4
que contradice el valor calculado antes a = 9/8.

Por tanto, es imposible que esos polinomios formen un spline clbico para
dicha nube de puntos.

Ejercicio 40. ;Es posible que existan a4, b y ¢ para los que los si-
guientes polinomios formen un spline ctibico para lanube (0,0), (2,3), (5,6)?

P(x) =x —ax®> +bx°, Q(x) =3+ (x—2)+ (x —2)> +c(x —2)3

Sorucion. Es exactamente igual que el 39, solo que con una variable

*Hacerlo algin dia mas*.

Ejercicio 41. Plantear las ecuaciones necesarias para calcular el
spline ctibico “natural” que interpola la nube de datos:

X

WN-=O
U‘Ib-hOUJb—\‘Q

4

Misma pregunta para el spline “no-un-nudo”. Si se tiene un ordena-
dor a mano, resolver el sistema y dibujar los dos splines (si es que se
sabe como hacerlo).
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Nota: el spline “natural” es que tiene derivadas sequndas iguales a 0
en los puntos x; y x,,_1. El spline “no un nudo” es el que cumple que
la tercera derivada es también continua en x; y en x,,_;.

SoruciON. Es muy largo, nada mas que eso*.

Ejercicio 42. Se sabe que una tabla de datos representa las velo-
cidades instantdneas de un coche (en una conducciéon normal) a lo
largo de un trayecto. jUsarias un spline ctibico o una interpolacién
lineal a trozos para representarlo graficamente? ;Por qué?

SoruciON. Es mas razonable utilizar un spline clbico porque la con-
duccién normal tiene aceleraciones continuas (el pedal no “salta”), que es
la propiedad fundamental del spline ctbico.

Ejercicio 43. Una tabla de datos representa las ganancias a la ru-
leta de un jugador, a lo largo de una tarde. ;La representarias con un
spline o con una interpolacion lineal? ;Por qué?

SoruciON. No tiene sentido utilizar un spline clibico para una coleccién
de ganancias discreta (las ganancias ocurren en momentos determinados,
no son una funcién continua del tiempo). Realmente, este proceso solo
tiene sentido representarlo con una nube de puntos o un histograma.

Ejercicio 44. ;Tiene sentido representar el spline ctbico de una
lista de datos que muestra una estadistica (edad, ganancias)? ;Por
qué? ;Qué es lo que usarias para dar una idea de la relacién? ;Por
qué?

Sorucion. No, no tiene sentido ninguno: las edades se discretizan en
anos y no se consideran valores intermedios. Ademas, uno no espera que
las ganancias sean valores continuos (los cambios de sueldo no lo son).

Ejercicio 45. Se tiene una nube de 1000 puntos (coordenadas (x, y))

y se quiere calcular la interpolaciéon por minimos cuadrados con las
funciones f(x) = 1, g(x) = x y h(x) = x2. ;Puede hacerse? ;De que
tamafio queda el sistema lineal que se ha de resolver?

Soruciédn. Hay 1000 puntos y solo hay tres funciones. Por tanto, hay
que calcular solo tres coeficientes (uno por funcién), asi que el problema
tiene solucién porque hay mas puntos que coeficientes para calcular. El
tamafio del sistema de ecuaciones es de tres ecuaciones y tres incégnitas:
el nimero de funciones.

Ejercicio 46. La siguiente nube de puntos proviene de un experi-
mento en que se deja caer a velocidad inicial 0 un objeto desde una al-
tura H (desconocida), para intentar conocer la aceleraciéon de la gra-
vedad g. Los datos son: tiempo que ha pasado desde el lanzamiento

*Hacer parte?
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(t), altura a la que estéa el objeto (). Plantear (y resolver si se dispo-
ne de ordenador) el sistema de ecuaciones que trata de ajustar esos
datos a la férmula adecuada.

t| 1 2 3 4 5
1| 195534 181.530 156.097 122.291 80.400

SoLuciON. Se nos pide calcular los coeficientes mas adecuados para un
problema de minimos cuadrados de un movimiento uniformemente acele-
rado en el que el pardmetro de la velocidad inicial es 0. Asi que el modelo
de movimiento que se nos propone es h(t) = H — g/2t% donde H es la
altura inicial y g la aceleracion de la gravedad: ambas han de calcularse
aproximadamente utilizando los datos de la tabla. Por tanto, hay dos fun-
ciones en este problema: f(x) = 1, g(x) = t? y dos coeficientes para
encontrar, ag = Hy a1 = —g/2. La matriz X del problema es:

111 1 1
X = (1 4 9 16 25)
y el sistema de ecuaciones queda

T v T 5 55 ap\ ([ 735.85
XD =Xy e (55 979> <al) - <6293.19
que tiene como solucién ag = 200.1466, a; = —4.81. Por tanto, H sera

200.1466 y g = 9.62 para este experimento. No es muy afinado pero esta
bastante bien.

Ejercicio 47. En un experimento, se sabe que los valores obteni-
dos deben ajustarse a la formula y = A + Bsen(x) + Ccos(x). Se
hacen 300 experimentos. Contestar:

e ;Es posible plantear el problema de minimos cuadrados en
ese caso?

e ;De qué tamario es el sistema de ecuaciones lineales que se
obtiene?

e ;Es posible que By C salgan 0 los dos?

Sorucion. Si hay 300 datos y solo 3 funciones (en este caso f(x) = 1,
g(x) = sen(x), h(x) = cos(x)), el problema de minimos cuadrados se
puede plantear. Su tamafio es de tantas ecuaciones e incégnitas como
nimero de funciones (en este caso, 3). Y cualquier resultado es posible.
Por ejemplo, para que salgan B = C = 0, basta con que todos los datos del
experimento sean iguales (entonces la funcién que da la mejor aproximacién
a la grafica correspondiente es la que toma ese valor constantemente).

Ejercicio 48. Escribir el sistema de ecuaciones del problema de
interpolacién lineal por minimos cuadrados para la nube de puntos
(0,1),(1,2),(2,0),(3,4),(5,—1) y las funciones f(x) = x, g(x) = x2,
h(x) = x*. No se pide resolverlo (hdgase si se desea).
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Sorucion. Dadas esas tres funciones, la matriz X y el vector de tér-
minos independientes quedan

1
01 2 3 5 2 9
X=101 4 9 25|, X| 0 | = 13
0 1 16 81 625 4 —299
-1
con lo que el sistema de ecuaciones es:
ai 9 39 161 3401 ai 9
XXT & | = 13 < | 161 723 16419 al = 13
as —299 3401 16419 397443 as —299

que, por terminar el ejercicio, tiene como solucién a3 ~ —0.134, ap =~
0.628, a3 ~ —0.026.

Ejercicio 49. Se tiene la siguiente nube de puntos: (0,1), (1,10),
(2,11), (3,12),(12,13). ;Es razonable pensar que siguen una distri-
bucién lineal? ;Qué tipo de funcién utilizarias para aproximarlos por
minimos cuadrados? (La respuesta no es tinica). Conviene hacer una
gréfica de los puntos.

SoLuciON. Lo mas importante es hacer una grafica. Esta claro que los
cuatro Gltimos puntos estan alineados pero el primero es sorprendentemen-
te bajo. Puede pensarse que:

e Bien el primer punto es “excepcional” vy, si, todos siguen una
distribucién lineal. Pero esto requeriria una explicacion de la eli-
minacién del primer punto, y no se dispone de ella.

e La distribucién comienza creciendo mucho y luego se vuelve mas
horizontal. Distribuciones de este tipo son, por ejemplo, v/x, /X,
etc.

Ejercicio 50. Considérese la tabla de datos siguiente:

XYy
—210.0338
—1.510.0397
—11]0.4119
—0.5]1.862
01]3.013
0.5|1.856
110.4240
1.5 | 0.0485
2 10.0249

Se pide (hara falta tiempo o usar un ordenador):
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e Calcular la tabla de (x,log(y)) (como siempre, log represen-
ta el logaritmo natural).

e Interpolar linealmente la tabla que se ha calculado utilizan-
do las funciones 1y x2. Lldamese g(x) a la funcién que resulta
(de la forma a + bx?).

e Llamar f(x) a la funcién e (x)  es decir, e ,donde ay b
son los calculados antes. Calcular el error cuadratico total
cometido por f(x) respecto de la nube de puntos original.

e Calcular el error cuadratico total cometido por la funcién

a ebxz

3p— 2" respecto de la nube de puntos original.
e Comentar los dos tltimos resultados con tu compafiero.

SoLuciON. Esto estd hecho* en uno de los archivos de Matlab de In-
ternet.

Ejercicio 51 (Es una version del anterior). Se tiene una nube de
300 puntos (coordenadas (x,y)). Se sabe que existe una funcién de
la forma f(x) = ae’ tal que el error cuadratico total es 0.1. Se con-
sidera la nube de puntos (x,log(y)) y se calcula la interpolacién por
minimos cuadrados de esta nube para las funciones 1, x; se obtiene
que la mejor interpolacién es 2 + 3x. ;Es posible que el error cuadré-
tico total de la funcién e?¢>* respeto de la primera nube de puntos sea
mayor que 0.1? ;Por qué?

Sorucidn. Igual que el anterior. Si un problema no lineal se “convierte”
en lineal, casi siempre pueden pasar todo tipo de cosas raras, sorprendentes
y extrafas.

Problemas sin resolver.

Téngase en cuenta que el Teorema de las cotas del error de los splines
ha tenido que re-enunciarse, porque le faltaba una condicion: que el
spline tuviera la misma derivada en el primer y el dltimo nodo que
la funcién que se aproxima. Lo reescribimos para aclarar.

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R una funcién derivable 4 veces con
continuidad y supéngase que | f*) (x)| < M para x € [a, b]. Sea h el maximo
de las anchuras x; — x;_y parai =1,...,n. Si s(x) es el spline ciibico para
los puntos (x;, f (x;)) que satisface que f'(xg) = s'(x0) y f'(xn) = s'(xn),
entonces EM

4
[s(x) = f(x)| = 3,
Para simplificar, en lugar de 5/384, utilizaremos 1/70, que es algo mds
breve.

Con esta aclaracién, pasamos a proponer un par de ejercicios.
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Ejercicio 52. Calcular una (buena) cota del error absoluto come-
tido al aproximar la funcién sen(x) por un spline ctibico con 9 nodos
equiespaciados entre 0 y 7.

Ejercicio 53. Calcular una buena cota del error absoluto come-
tido al aproximar la funcién 2* por un spline ctibico con 11 nodos
equiespaciados entre 0 y 1. Utilizar este spline para dar una aproxi-
macion a la funcién f(x) = 2* para x cualquier nimero real positivo
con un error relativo menor que 107°.






CAPITULO 5

Derivacion e Integracion numéricas

Ejercicio 54. Se tiene la siguiente lista de datos correspondiente
a una funcién f(x):

1.03 1.04 1.05 1.07 1.09 1.13
25 28 29 31 29 297

Se pide
e Dar un valor aproximado de f/(1.04).

e Dar un valor aproximado de f/(1.09).
e Calcular aproximadamente f/(1.03) y f'(1.13).

Sorucion. Para 1.04, se tienen dos valores a distancias iguales a dere-
cha e izquierda. Es conveniente, por tanto, utilizar la aproximacién simé-
trica:

f(1.05) —f(1.03) 29-.25

2h 02
Para 1.09, la abscisa de la izquierda estd a 0.02 unidades de distancia,
mientras que la de la derecha estd a .04. Aunque podria encontrarse una
formula mejor, nosotros optamos por utilizar la aproximaciéon por la iz-
quierda:

£/(1.04) ~ 20.

f(1.09) — £(1.07)
.02
Finalmente, para 1.03 solo se tiene un dato a la derecha y para 1.13, uno

a la izquierda. Por tanto
28—-25
.01

f'(1.09) ~ = —7.5.

297 -295

f'(1.03) ~
( ) .04

=30, f/(1.13) ~ 0.5.

Ejercicio 55. Dada la funcién f(x) = cos(x), se pide:

(1) Calcular fol f(x) dx por el método del punto medio, del tra-
pecio y de Simpson.

(2) Calcular el valor “exacto” de dicha integral.

(3) Calcular los errores absolutos y relativos cometidos en cada
caso. ;Es mejor el trapecio o el punto medio en este caso?

SoruciOn. Por partes. Vamos a necesitar los valores en los extremos y
el punto medio. f(0) = 1, f(1) ~ 0.5403 (importante: se trabaja siempre
en radianes), f(1/2) ~ 0.8776. La anchura del intervalo es h = 1.

29
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(1) Si llamamos M, T y S a los valores de las respectivas férmulas,
tenemos

M = hf(1/2) ~1-0.8776 = 0.8776,
T = 5(f(1) + £(0)) ~ 0.5-1.4179 = 0.7089,

y finalmente

S =—(f(0)+4f(1/2) + £(1)) ~ 0.1667 - (1 4 3.5103 + 0.5403) = 0.8419.

h
6
(2) El valor exacto es, obviamente

1
/ cos(x) dx = sen(x)!é = sen(1) ~ 0.8415.
0

(3) Los errores absolutos (llamandolos Epy, ET y Es) y los relativos
(Ffin, fAir y ffls) son:

Eym = 0.0361 E; =0.1326 Es = 0.0004
ffly = 0.0429 fflr = 0.1576 ffls = 0.0005

y esta claro que es mucho mejor la férmula del punto medio que
la del trapecio porque la funcién es muy céncava en todo ese
intervalo.

Ejercicio 56. Considérese la funcion f(x) = tan(x) entre x = —1
y x = 0.5. Se pide:

(1) Calcular [ 815 f(x) dx utilizando los métodos del punto me-
dio, trapecio y Simpson.

(2) Calcular el valor exacto de dicha integral.

(3) Calcular los errores absolutos y relativos en cada caso.

SoLuciON. Vamos a necesitar los valores en los extremos y el punto
medio:

f(—1) ~ —1.5574, f(—0.25) ~ —0.2553, f(0.5) ~ 0.5463
y la anchura del intervalo es 1.5.
(1) Llamando M, T y S a cada aproximacidn, se tiene:
M = —0.383, T = —-0.7583, S = —0.5081.
(2) La integral exacta es:
0.5 0.5
/_1 tan(x) dx = — Iog(cos(x))’_l— ~ —0.485.

(3) Los errores absolutos (llamandolos Ep;, ET y Es) y los relativos
(fflpg, iy ffls) son:

Epm = 0.1020 E =0.2733 Es = 0.0231
ffly = 0.2104 fflr = 0.5634 ffls = 0.0475
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la férmula del punto medio vuelve a ser, en este caso, mas exacta
que la del trapecio. Pero ninguna de las dos da un valor “bueno”
(el error del punto medio es de un 21%, intolerable).

Ejercicio 57. Se sabe que la densidad de una barra metélica sigue
la funcién f(x) = sen(x)/x, para x desde 1 hasta 3. Se pide:

(1) Aproximar la masa utilizando las reglas del punto medio,
del trapecio y de Simpson simples.

(2) Hacer el mismo calculo pero subdividiendo el intervalo en
3 subintervalos y aplicando las reglas compuestas en cada
caso.

Sorucion. Por partes.

(1) Necesitamos los valores de la funcién en los extremos y el punto
medio. Se tiene:

f(1) ~ 0.8415, f(2) ~ 0.4547, £(3) ~ 0.0470.

Con estos datos ya se pueden calcular M, T, S (como en los
ejercicios anteriores):

M = 2 x 0.4547 = 0.9094, T = 2 x 22820 — 0.9826,
S = 1(0.8415 + 4 x 0.4547 + 0.0470) = 0.9024.

Ejercicio 58. Considérese f(x) = x” — 15x3 + 10x definida entre
x = —2y x = 2. Calctlense aproximaciones a su integral entre dichos
extremos utilizando:

e Las reglas del punto medio, del trapecio y de Simpson sim-
ples.

e Las mismas reglas compuestas dividiendo el intervalo en 2,
y en 3 subintervalos iguales (es decir, hay que hacer dos ve-
ces este apartado, una para 2 subintervalos y otra para 3).

e Calcular los errores relativos, absolutos, etc...

SoruciOn. Este ejercicio es mucho méas sencillo de lo que parece porque
f(x) es una funcién impar y el intervalo es simétrico respecto del origen.
Cualquier operacién que se realice de manera simétrica va a dar cero por-
que f(—x) = —f(x). Pero todas las reglas de integracién son simétricas
respecto del centro del intervalo y en el segundo apartado los subinterva-
los son iguales, asi que siempre que aparezca f(a) en una férmula, va a
aparecer f(—a) = —f(a). Por tanto, todas las integrales aproximadas que
se nos piden son 0.

La integral exacta es 0 por el mismo motivo.

Los errores absolutos son todos 0.

No hay, (no hay) errores relativos porque el valor que se quiere apro-
ximar es 0 y respecto de 0 no hay error relativo.






CAPITULO 6

Ecuaciones diferenciales

Ejercicio 59. Considérense los problemas de valor inicial siguien-
tes. Verifiquese que la solucién propuesta es valida para cualquier
valor de la constante y calctilese esta para la condicién inicial pro-
puesta.

e y = 0.03y para t € [0,1], con y(0) = 1000. Solucién: y(t) =
1003t

ey = t/yparat € [0,1], con y(0) = 1. Solucién: y(t) =
Vit +k.

ey = e¢Yparat € [1,3], con y(1) = 0. Solucion: y(t) =
In(t + k).

ey = y/t parat € [1,2], con y(1) = 1. Solucién: y(t) =
ke 1/t

e y' =2tparat € [0,2], cony(0) = 1. Solucioén: y(t) = t> + k.

ey = y?parat € [0,1/2], con y(0) = 1. Solucién: y(t) =
1/(k—t).

Ejercicio 60. Para cada uno de los problemas anteriores, hdgase
lo que sigue:

(1) Resolverlo de manera aproximada usando el método de Eu-
ler con dos pasos equiespaciados.

(2) Calcular el error absoluto y relativo cometido en el instante
final (usando, claro, la solucién exacta que se da).

(3) Resolverlo con cuatro pasos y comparar.

SorLuciON. Solo hacemos el cado de dos pasos equiespaciados y no
calculamos los errores (esto deberia ser elemental). En la dltima columna
de cada tabla estda el valor exacto.

(1) Para la ecuacién y’ = 0.03y, t € [0,1], y(0) = 1000 con dos
pasos. En este problema y en todos, el signo — — — indica que el
valor no hace falta calcularlo (el problema ya ha terminado). Los
valores estan redondeados a dos cifras decimales (es decir, 1.414
pasa a ser 1.41 y 1.145 pasa a ser 1.42). La solucién exacta es
y(t) = 1000e%93¢,

33
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it yi  me|  y(t)
0 O 1000 30 1000
1 05 1015 30.45|1015.11
2 1 1030.24 — 1 1030.45

(2) Para la ecuacién y' = t/y, t € [0,1], y(0) = 1 con dos pasos.
La solucién exacta es y(t) = Vvt2 + 1.

It yi  Mme ‘ }’(ti)
0 O 1 0 1
1 05 1 05| 1.12
2 1 12 —| 141

(3) Para la ecuacién y’ = e, t € [1,3], y(1) = 0 con dos pasos.
La solucién exacta es y(t) = In(t).

ity me|y(t)
0 1 0.00 1.00 0.00
1 2 1.00 0.37] 0.67
2 3 137 —| 1.06

(4) Paray’ = y/t? cont € [1,2], y(1) = 1, dos pasos. La solucién
exacta es y(t) = e-e 1/t = e/t

ity me|y(t)
0 1 1 1 1
1 15 15 0.67] 1.40
2 2 183 — | 1.65

(5) Para y’ = 2t, con t € [0,2], y(0) = 1. La solucién exacta es

y(t) =t + 1.
it yi me|y(t)
0 01 O 1
1 1 1 2 2
2 2 3 — 5

(6) Para y’ = y?, con t € [0,1/2] e y(0) = 1. La solucién exacta
esy(t)=1/(1—-1).

ity ome|y(t)
0 0 1 1 1
1 025 1.25 156 1.33
2 05 164 — 2
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Ejercicio 61. Para cada uno de los problemas del ejercicio 59, se
pide
(1) Resolverlo de manera aproximada utilizando el método de
Euler modificado con dos pasos equiespaciados.
(2) Calcular el error relativo y el absoluto.
(3) Mismo con cuatro pasos equiespaciados.

Ejercicio 62. Aplicar un paso del método de Euler (o del método
de Heun) al problema de condicién inicial:

{ 2(t) = x() +y(t), x(0) =1
y(t) = x(t) —y(t), y(0) =2

con paso h = 1.

Ejercicio 63. Para cada uno de los problemas del ejercicio 59, se
pide
(1) Resolverlo de manera aproximada utilizando el método de
Heun con dos pasos equiespaciados.
(2) Calcular el error relativo y el absoluto.
(3) Mismo con cuatro pasos equiespaciados.

SoLucION. lgual que antes, solo hacemos el cado de dos pasos equies-
paciados y no calculamos los errores (esto deberia ser elemental).

(1) Para la ecuacién y’ = 0.03y, t € [0,1], y(0) = 1000 con dos
pasos. En este problema y en todos, el signo — — — indica que el
valor no hace falta calcularlo (el problema ya ha terminado). Los
valores estan redondeados a dos cifras decimales (es decir, 1.414
pasa a ser 1.41 y 1.145 pasa a ser 1.42).

it Vi me Ye  my m|  y(t)
0 0 1000 30 1015 30.45 30.225 1000
1 0.5 1015.11 30.45 1030.34 30.91 30.68|1015.11
2 1 1030.45 — — — — [ 1030.45

(2) Para la ecuacién y' = t/y, t € [0,1], y(0) = 1 con dos pasos.

ti Yi me  Ye my  m|y(t)

i

0 O 1.00 0.00 1.00 0.50 0.25| 1.00
1 05 1.13 044 135 0.74 059 1.12
2 1142 — — — —] 141

(3) Para la ecuacién y' = e, t € [1,3], y(1) = 0 con dos pasos.

it Y me ye my  m|y(t)
0 1 000 1.00 1.00 0.37 0.68| 0.00
1 2 068 050 1.19 0.30 0.40| 0.69
2 3 109 — — — —|110
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(4) Paray’ = y/t?, con t € [0,2], y(0) = 1.

It yi  me Ye Mf m ‘ Y(ti)
0 1 100 100 150 0.67 0.83| 1.00
1 15 142 063 1.73 0.43 0.53| 1.40
2 2168 — — — —] 165

(5) Para y/ =2t, con t € [0,2], y(0) = 1.

It yi  Mme Ye My m ‘ Y(ti)
0 0O 1.00 0.00 1.00 2.00 1.00| 1.00
1 1 200 2.00 4.00 4.00 3.00| 2.00
2 250 — — — —1]500

(6) Paray’ = y2 cont € [0,1/2] e y(0) = 1.

i ti v me y(ti)

0 0 1.00 100 125 156 1.28|1.00
1 025 132 174 176 3.08 2.41]1.33
2 05 192 — — — —12.00

Ejercicio 64. La ecuacion diferencial que describe el movimiento
de un muelle horizontal sin rozamiento es:

mx" (t) = —kx(t),

donde x(t) denota la elongacién con respecto al punto de reposo del
muelle (esa es la Ley de Hooke) y k es la constante de elasticidad del
muelle. Se pide:
(1) Escribir el sistema de ecuaciones de orden 1 equivalente.
(2) Hacer dos paso de Heun para dicho sistema tomando como
condiciones iniciales x(0) = 0.5, x(0) = 0.1, y como datos:
m=2,k=0.1.Elpasoesh = 1.
SoLuciON. La primera parte es elemental: se llama v(t) a la velocidad
y (siempre queda lo mismo) se obtiene:
X'(t)=v
k
") = — =
v/(t) X

Para la segunda parte hay que proceder, como siempre, con cuidado. Antes
de nada, la ecuacién queda, con dichos datos:

X'(t)=v
v/(t) = —0.05x
Las condiciones iniciales son x(0) = 0.5, v(0) = 0.1 El paso es h = 1.

Como en los ejercicios anteriores, haremos una tabla. Los valores estan
redondeados a dos decimales.
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t; X; Vi Mex  Mey Xe Ve Mg mp,  Mx mv‘ x(t;))  v(t;)

i

0 0.00 050 0.10 0.10 -0.03 0.60 0.08 0.08 -0.03 0.09 -0.03 0.5 0.1
1 100 059 0.07 007 -0.03 066 0.04 0.04 -0.03 0.06 -0.03|0.58 0.073
2 200 0.65 0.04 — — — — — — — — | 0.644 0.042

Ejercicio 65. La ecuacion diferencial que describe el movimiento
de un muelle horizontal con rozamiento proporcional a la velocidad, con
constante de proporcionalidad 7, es:

mx" (t) = —kx(t) — rx/(t),

donde x(t) denota la elongacién con respecto al punto de reposo del
muelle (esa es la Ley de Hooke) y k es la constante de elasticidad del
muelle. Se pide:

(1) Escribir el sistema de ecuaciones de orden 1 equivalente.
(2) Hacer dos paso de Heun para dicho sistema tomando como
condiciones iniciales x(0) = 0.5, x'(0) = 0.1, y como datos:
m=2,k=01r=02 Elpasoesh = 1.
SoLucION. La primera parte es elemental: se llama v(t) a la velocidad
y (siempre queda lo mismo) se obtiene:

X'(t)=v
k r
!/
t) = ——x — —
V() m m'

Para la segunda parte hay que proceder, como siempre, con cuidado. Antes
de nada, la ecuacién queda, con dichos datos:

X'(t)=v
v/(t) = —0.05x — 0.1v
Las condiciones iniciales son x(0) = 0.5, v(0) = 0.1 El paso es h = 1.

Como en los ejercicios anteriores, haremos una tabla. Los valores estan
redondeados a dos decimales.

t; X; Vi  Mex Mey Xe Ve Mgy myg, Mmx my ‘ X(t,‘) V(t,‘)

0.00 0.50 0.10 0.10 -0.04 0.60 0.07 0.07 -0.04 0.08 -0.04 0.5 0.1
1.00 058 0.06 0.06 -0.04 065 0.03 003 -0.04 0.05 -0.04|0.581 0.065
2.00 0.63 0.03 — — — — — — — — | 0.629 0.030

N = O| ~.

Ejercicio 66. Considérese la ecuacion diferencial:
]// — x2 + y2.
¢Se puede decir algo sobre el crecimiento o decrecimiento de las solu-
ciones? Sea y(x) la solucién que pasa por la condicién inicial y(0) =
1. ;Se puede saber si es concava o convexa? ;Tiene algtiin punto criti-
co?
Mismas preguntas para la solucién y(x) con y(0) = —1.
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Ejercicio 67. Considérese la ecuaciéon diferencial
V'=y

.y sea y(x) la solucién del problema con condicién inicial y(—1) = 2.
sEs y(x) creciente? ;Tiene algtin punto critico? ;Es concava o conve-
& Yy ¢ gunp ¢
xa?

Mismas preguntas para la soluciéon del problema con la condicién
inicial y(—1) = —2.

¢Qué pasa con la condicién inicial y(1) = 0?

Ejercicio 68. Considérese la ecuaciéon diferencial

y' = sen(y).
¢(Es posible saber algo sobre los puntos en que las soluciones tienen
un maximo o un minimo? ;Y sobre la concavidad/convexidad de las
soluciones?

Ejercicio 69. Considérese la ecuacion diferencial

/
y = (-1
Se considera la solucién yi(x) del problema con condicién inicial
y(0) = —1. ;Tiene algun punto critico? ;Es maximo, minimo o un

punto de inflexién?
Mismas cuestiones para la solucién con condicién inicial y(1) = 2.



CAPITULO 7

Anexo (para no romper la numeracién)

1. Interpolacién

Ejercicio 70. Considérese la nube de puntos

{(0,-2),(-3,4),(2,7),(-1,2),(6,4)}.

Calctlese el valor de la funcién de interpolacién lineal a trozos para
x=3,x=7,x=-1/2.

SorLucion. Lo primero necesario es ordenar la nube segtn la pri-
mera coordenada. Se tiene:

Xo=-3,x1=—-1,x=0,x3=2,x4 =6.

Y las y; que corresponden. Vayamos caso a caso.

e Para x = 3, setiene que x3 < x < x4, asi que hay que calcular
la ecuacion de la recta que pasa por (2,7) y (6,4). Esta es:
4-7 -3
Y= —"(X-2)4+7=—(X—-2)+7
(X =2 47=C(X-2)+
y sustituir X por el valor que se da: x = 3, asi que la inter-
polacién lineal a trozos para dicha nube, en x = 3, vale
-3 -3 25
—B-2)+7=—+4+7=—.
4 ( )+ 4 * 4
e El valor x = 7 estd fuera de la nube de puntos: no se puede
calcular la interpolacién (se estaria extrapolando). Fin.

e Elvalorx = —1/2estdentre x; = —1y x, = 0, asi que se ha
de utilizar la recta
-2-2

Por tanto, el valor pedidoesy = —4(—1/2+1)+2 =0.
O

Ejercicio 71. Se sabe que un spline ctbico para la nube de puntos
(0,2),(3,1),(5,7) esta compuesto por dos polinomios, Py(x) y P (x),
el primero para x € [0,3] y el segundo para x € [3,5]. También se
sabe que Py(x) = —1/3x + 2. ;Se puede decir cudnto vale P;(x)? Si
no, ;qué se puede decir de é1?

39
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SoruciON. En este ejercicio ya se nos da uno de los polinomios.
Del otro, P;(x) se sabe que forma parte de un spline ctibico para la
nube, asi que tiene que cumplir unas condiciones. Escribamos P; ()
centrado en x1 = 3:

Pi(x) = ay + by (x = 3) +c1(x —3)* +dy (x — 3)°.
Las condiciones impuestas por ser parte de un spline ctibico son:
(1) Pasa por (3,1):
P(3)=1=1=un.
(2) Pasa por (5,7):
(*) P(5) =7=7=ay+2by +4c; +8d;

(pues (5-3)=2).
(3) La derivada de P;(x) en x1 ha de coincidir con la derivada
de Py(x) en x1:

P{(xl) = P(’)(xl) = b; = —1/3.

(4) Finalmente, la derivada segunda de P;(x) en x; ha de coin-
cidir con la de Py(x) en x1:

Py (x1) = P{(x1) = 2¢1 = 0.
De todas estas ecuaciones se deduce que:
a=1,b;=-1/3,c1 =0
y, sustituyendo en la ecuacién marcada con (*), queda
7=1-2/34+0+844,
asi que d; = 20/24 = 5/6. Por tanto, P; (x) estd univocamente deter-

minado. O

Ejercicio 72. Plantear las ecuaciones necesarias para calcular el
spline ctibico “natural” que interpola la nube de datos:

©\10~)I\)O‘>§
mphow»—\‘w

Misma pregunta para el spline “no-un-nudo”.

SorLucioN. Antes de hacer los casos especificos, imponemos las
condiciones de spline ctbico: que pase por los puntos y que las de-
rivadas primeras y segundas coincidan en los puntos intermedios.
Hay 5 puntos, por tanto necesitamos 4 polinomios de grado 3 (y nos
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van a salir 4 x 4 = 16 incégnitas y 14 ecuaciones). Centramos cada
polinomio en la x correspondiente. Nos sale:

P()(X) = ag + bpx + C()x2 + d0x3
Pi(x) =aj +by(x —2) +c1(x —2)> +di(x —2)3
P2(x) =ap + bz(x — 3) + Cz(x — 3)2 + dz(x — 3)3
P3(x) = a3 +b3(x —7) +c3(x — 7)> +d3(x — 7)3
Condiciones: Vamos por partes:

(1) Cada P;(x) pasa por (x;,y;):

P0(0)21<=>a():1
P1(2)=3<:>L11=3
P,(3) =0 a =0
P3(7):4<:)a3:4

(3) Ahora cada P/(xiy1) = P/, (xi31):

P6(2) = Pll (2) < bo+4cy +12dy = by
P2,(7) = Pé(7) & by 4 8cp +48d, = bs

(4) Finalmente, cada P’(x;11) = P\ ;(xi41):

P(/)/(Z) = P{/(Z) & 2c0 4+ 12dg = 2¢4
P{/(3) = P£/(3) & 201+ 6d1 = 2¢p
P£/(7) = P?/)/ & 20 + 24dy = 2c3

Hasta aqui todas las condiciones de spline ctibico: 14 ecuaciones y 12
incognitas.

Para conseguir uno concreto, hay que imponer 2 condiciones adi-
cionales. Lo habitual es imponerlas en los extremos o en los puntos
segundo y pendtltimo. En los casos de este problema:

(1) Elspline “natural” se define como el spline ctibico en el que
se impone que la derivada segunda en los extremos sea 0.
Asi que, ademads de las 12 condiciones anteriores, se impo-
nen:

P{(0)=042¢=0
P{(9) =0« 2c3+12d3 = 0.

Y ya se tienen 14 ecuaciones lineales con 14 incégnitas (que,
se sabe, dan lugar a un sistema compatible determinado).
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(2) El spline “no-un-nudo” impone, en lugar de las dos ante-

riores, las condiciones siguientes sobre derivadas terceras: que
Py'(x1) = P{"(x1) y que P,”5(xy—1) = P’y (x4-1) (que
coincidan las derivadas terceras en los puntos segundo y pe-
nultimo: los subindices de los polinomios terminanenn — 1,
no en 1). En nuestro caso:

P{"(2) = P{"(2) & 6dy = 6d1 & dy = dy

Pﬁ”(7) = é”(7) & 6dy = 6d3 < dy = dj
(que son mas sencillas que las del “natural” pero pueden ser
mas artificiales).

O]



