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L’Hôpital 49

1.1. Definición de la Superficie abstracta de Riemann 49
2. Una métrica para la Superficie de Riemann 50
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CAṔıTULO 0

Introducción

1. Planteamiento del problema

Abordamos en la presente memoria la resolución de dos tipos de
ecuaciones diferenciales:

a) Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y grado
arbitrario, de la forma

f(x, y, y′) = 0, f ∈ A[y′]

donde A es un subanillo del anillo de series de potencias formales
C[[x, y]] sujeto a ciertas restricciones que enunciaremos más adelante.

b) Los campos de vectores holomorfos (foliaciones por curvas) en
superficies anaĺıticas eventualmente singulares.

Ambos casos se pueden estudiar conjuntamente, con las herramien-
tas correspondientes a las formas diferenciales, si se traslada a) a b)
considerando la superficie S = f(x, y, z) = 0 en (C3, 0) y la forma
diferencial ω = zdx− dy restringida a S.

En la teoŕıa clásica se trabaja en el caso A = K[y], donde K es
un cuerpo diferencial de funciones en la variable x. Ritt [40] traslada
el problema al anillo diferencial K < y >= K[y, y′, y′′, . . . ] y, de modo
natural, considera el anillo

R = K < y > / < f >

como el espacio de soluciones (una solución de la ecuación es, por ejem-
plo, el elemento y+ < f >). El problema es que R no es, en general,
un cuerpo, pero se puede demostrar el siguiente resultado

Proposición. Dada una ecuación diferencial f(x, y, y′) = 0 como
arriba, existe un par (Σ, ϕ) único donde Σ es una extensión de K y ϕ :
R → Σ es un morfismo de K−álgebras diferenciales tal que cualquier
otra extensión diferencial (∆, ψ) de R factoriza a través de (Σ, ϕ).

La construcción de dicha extensión es bien conocida: basta to-
mar Σ = K(y)[y′]/(f), definiendo la derivación del siguiente modo:
∂x = 1, ∂y = y′, ∂y′ = −(fx + fyy

′)/fz, donde los sub́ındices indican
derivación parcial. Aśı pues, el cuerpo de soluciones es un cuerpo de
funciones algebraicas de una variable sobre K.

v
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Una vez construido el cuerpo de soluciones de f = 0, se plantea
una alternativa, respecto al estudio de la ecuación: entenderla como un
problema relativo a K o relativo a C. Geométricamente, la diferencia
estriba en plantear la ecuación como una cierta fibración sobre la rec-
ta compleja entendida como punto genérico, o estudiar las soluciones
localmente en los puntos del plano. El primer enfoque estudia los in-
variantes de la ecuación por el grupo de cambios de coordenadas de la
forma

x = ψ(u), y = ϕ(u, v) con
∂(ψ, ϕ)

∂(uv)
6= 0

mientras que el segundo enfoque permite cambios de coordenadas cua-
lesquiera en (x, y).

El primero de los puntos de vista ha llevado a la definición, ya
clásica, de las singularidades fijas y móviles de la ecuación f = 0. En
el contexto clásico (véase [25] y trabajos paralelos), estas definiciones
son algo ambiguas: siempre se dan “a posteriori”, una vez que se ha
comprobado que hay ciertas singularidades que dependen sólo del nu-
merador y otras del denominador. Además, dependen muy fuertemente
del orden y del grado de la ecuación. La única definición precisa que
hemos encontrado es la de Matsuda, en [30], que exponemos más ade-
lante. Desde otra perspectiva, en los últimos años se han demostrado
gran cantidad de resultados alrededor de la estructura de las solucio-
nes de campos de vectores y foliaciones en el plano complejo: sobre la
existencia de integrales primeras [33]; el teorema de la Separatriz de
Camacho y Sad [5], simplificado y clarificado por J. Cano [9, 10]; la so-
lución al problema de Poincaré en el caso no dicŕıtico, por M. Carnicer
[12], etc... Todos estos resultados son de naturaleza más bien geométri-
ca -y anaĺıtica. No son fácilmente traducibles a las ecuaciones de grado
(u orden) mayor que uno. Pensamos que el planteamiento valorativo
puede dar algo más de luz al ampliar el punto de vista.

1.1. Estudio clásico de las singularidades. Singularidades
fijas y móviles. Presentamos brevemente la manera clásica de abor-
dar el problema de las singularidades de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Nuestra referencia será [25], que nos parece bastante completo
y claro. Aunque en ese trabajo se incluyen caṕıtulos para ecuaciones
de grado y orden superior a uno, nos ha parecido oportuno restringir
este comentario a las de orden y grado uno, por ser suficientemente
esclarecedor de las técnicas y del tipo de problemas que se encuentran.

Para situarnos en contexto, fijemos una ecuación diferencial

dy

dx
= f(x, y) =

g(x, y)

h(x, y)
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donde g y h son polinomios en y con coeficientes en C{x}1 y que escri-
biremos {

g(x, y) = p0(x) + p1(x)y + · · ·+ pm(x)ym

h(x, y) = q0(x) + q1(x)y + · · ·+ qn(x)y
n

Por una parte, pueden aparecer singularidades en la ecuación en los
siguientes casos:

1. Un cero (x1, y1) de h pero independiente de y. Es decir, h(x1, ·) =
0. Por ejemplo,

dy

dx
=

y

x− x1

2. Un cero común de g y h. Por ejemplo, el punto (x1, 0) en la
ecuación

dy

dx
=
y + sen(x− x1)

x− x1

Donde se supone que x1 puede ser ∞ (y se hace el cambio X = x−1,
etc.).

Como trabaja en el espacio Cx × Cy (busca cualquier tipo de solu-
ción meromorfa), ha de considerar el punto del infinito en y: haciendo el
cambio Y = y−1 y tomando ϕ(x, Y ) = −Y 2f(x, Y ) = G(z, Y )/H(x, Y ),
pueden aparecer también singularidades

3. En un x1 tal que H(x1, ·) = 0.
4. En un cero común (x1, Y1) de G y H.

Estos cuatro tipos de singularidades se presentan exclusivamente para
puntos aislados de la variable x y en este sentido, no dependen de las
“condiciones iniciales”. Como explica Ince, “se pueden determinar a
priori estudiando la función f”. Por esto, se denominan singularidades
fijas.

Una vez determinadas las singularidades fijas, se procede a “rodear-
las” (en la recta proyectiva compleja Cx) con un pequeño disco centrado
en cada una y se “unen” todos esos discos con segmentos que parten
de su frontera y llegan al infinito. Hecho esto, se estudia la ecuación
anterior en el conjunto U , complementario de la unión de los discos y
los segmentos (que es un abierto simplemente conexo de Cx). En este
abierto, se tiene, para cada condición inicial (x0, y0), una solución (ho-
lomorfa, meromorfa o multiforme: todos los tipos son válidos). Esto se
expresa diciendo que se tiene “la solución general”

F (x;x0, y0).

1En realidad, Ince acepta también que los pi y los qj puedan ser funciones
anaĺıticas multiformes (ráıces, logaritmos, etc...). Nos parece que expresar un con-
cepto tan general en el contexto “holomorfo” en el que trabajamos es complicar la
exposición sin añadir nada interesante.
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Dado ahora un punto x1 ∈ U , escribamos y1 = ĺımx→x1 F (x;x0, y0).
Puede ocurrir que f sea anaĺıtica en (x1, y1), en cuyo caso este punto
es no singular. Pero se pueden dar los siguientes casos:

1. El ĺımite es y1 =∞, pero (tomando ϕ como antes) la función
ϕ es anaĺıtica en (x1, 0). Por tanto, F tiene un polo en x1.

2. El ĺımite y1 es finito, pero f(x1, y1) =∞. En este caso se tiene
que, h(x1, y1) = 0 y g(x1, y1) 6= 0. Aśı pues, 1/f es anaĺıtica
en (x1, y1) y estamos en un punto rama de F (x;x0, y0).

3. El ĺımite es y1 = ∞ y además ϕ(x1, y1) = ∞. El punto x1 es
un polo que además es una rama de F .

Todas estas singularidades dependen de la condición inicial (x0, y0).
Si cambia ésta, cambian las singularidades, de modo que se tiene un
continuum de singularidades, dependientes de x. De aqúı que se les
llame singularidades móviles.

Una vez descritos estos tipos de singularidades, como la teoŕıa clási-
ca está centrada en encontrar soluciones meromorfas (o multiformes)
en toda la recta compleja, que se comporten similarmente bajo cambio
de las condiciones iniciales, se estudian las ecuaciones diferenciales que
no tienen singularidades móviles. Para el caso de orden y grado uno, el
estudio es completo y se reduce al siguiente

Teorema. Una ecuación diferencial dy
dx

= f(x, y) (como arriba) no
posee singularidades móviles si y sólo si es una ecuación de Riccati. Es
decir, f(x, y) = p0(x) + p1(x)y + p2y

2 donde p0, p1 y p2 son fracciones
racionales (cocientes de polinomios).

Geométricamente es sencillo comprobar que las ecuaciones diferen-
ciales descritas arriba son precisamente las que corresponden a folia-
ciones de Cx × Cy para las que existe un número finito de puntos

x1, . . . , xk ∈ Cx de modo que la proyección

π : Cx × Cy −
⋃
i

{xi} × Cy → Cx −
⋃
i

{xi}

es transversal en todos los puntos a las hojas de la foliación. Puede verse
un estudio más detallado de las estructuras transversales a foliaciones
en, por ejemplo, [44]. Más simplificadamente, entendiendo siempre las
ecuaciones diferenciales de arriba como foliaciones en Cx × Cy, una
singularidad fija corresponde bien a una hoja “vertical”, bien a una
singularidad aislada de la foliación, mientras que las móviles se corres-
ponden (esencialmente) con los puntos rama o los puntos de “tangente
vertical” de las hojas respecto de la proyección sobre Cx.
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2. Teoŕıas valorativas de ecuaciones diferenciales

2.1. La teoŕıa de Matsuda. Matsuda, en [30], estudia los cuer-
pos de funciones algebraicos de una variable, y el comportamiento de
las derivaciones en esos cuerpos respecto de una valoración. Su objetivo
es caracterizar las ecuaciones diferenciales ordinarias “de tipo clásico”
desde el punto de vista de las valoraciones en el cuerpo diferencial.
Puesto que trabaja en cuerpos de funciones de una variable, se pue-
de decir que estudia las ecuaciones diferenciales sobre la superficie de
Riemann de un cuerpo de ese tipo, en el que todas las valoraciones
son equivalentes: los anillos locales de todas ellas son isomorfos. En
realidad, más que una teoŕıa de valoraciones diferenciales, su obra es
un estudio de las ecuaciones diferenciales algebraicas de primer orden
desde una perspectiva valorativa. En todo caso, pensamos que dicho
trabajo es interesante por śı mismo como investigación sobre la rela-
ción entre el álgebra diferencial y la teoŕıa de valoraciones: ésta es la
razón por la que incluimos un resumen. Nos limitaremos a enunciar los
teoremas fundamentales, haciendo algunos comentarios.

Necesitamos fijar la notación para poder mostrar los resultados
principales de [30]:

En esta sección,K será un cuerpo (de cualquier caracteŕıstica),
R un cuerpo de funciones algebraicas de una variable sobre K:
es decir, una extensión de K de grado de trascendencia 1 tal
que existe una variable y ∈ R sobre K para la cual la extensión
K(y)→ R es algebraica y finita. Una comita ′ (prima) será una
derivación de K. Llamaremos cuerpo de coeficientes de R al
cuerpo formado por los elementos de R que son algebraicos
sobre K.
Un cuerpo R de funciones algebraicas de una variable sobre K
se dirá que es un cuerpo diferencial de funciones algebraicas de
una variable sobre K si es un cuerpo diferencial y K es cerrado
para la derivación. De ahora en adelante, R y K son fijos y
cumplen esta condición. Hacemos notar que si K es diferencial
y R es separable sobre K, entonces, fijada una variable y ∈ R
sobre K y un elemento u ∈ R, entonces la derivación de R es
única con la condición y′ = u.
Si ahora f(X, Y ) es un polinomio irreducible sobre K, tal que
∂f
∂Y
6= 0, entonces existe un R (con las condiciones anteriores)

tal que R = K(y, y′) y f(y, y′) = 0. Si, además, f es irreducible
en K[X, Y ], entonces el cuerpo de coeficientes de R es K.
La letra p denotará un lugar en R. Llamaremos νp a la valora-
ción asociada al lugar p.
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El primer resultado de Matsuda es el siguiente

Teorema. En las condiciones anteriores, si p es un lugar en R,
cualquier derivación de R es continua para la topoloǵıa inducida por p.

De aqúı se deduce que la derivación se puede extender al completado
p−ádico de R, al que llamaremos R.

Definición. Sean R y K como antes. Se dice que R no tiene singu-
laridades móviles si el anillo de valoración O de cualquier lugar p de R
es cerrado por derivación. (Notemos que K forma parte del enunciado
porque ′ es la identidad en K).

Esta es la relación más elemental entre valoraciones y derivaciones
que hemos encontrado. Como se verá, es muy útil para el tipo de pro-
blemas estudiados en [30], y es aplicable -con ciertas condiciones (ver
el trabajo de Seidenberg [46])- a extensiones de grado de trascendencia
mayor que 1.

Continuando con la exposición de Matsuda, se tiene el siguiente
resultado sobre las extensiones algebraicas:

Teorema. Sean S y R cuerpos de funciones algebraicas de una
variable sobre L y K, respectivamente. Supongamos que R ⊂ S y que
cualquier elemento de R algebraico sobre K es algebraico sobre L y que
cualquier elemento de R trascendente sobre K lo es sobre L. Supon-
gamos además que R y S son extensiones diferenciales de K y L (en
el sentido de este caṕıtulo) y que S es una extensión diferencial de R.
Entonces R no tiene singularidades móviles si y sólo si S no las tiene.

El interés de las singularidades móviles es el siguiente su relación
con las ecuaciones de tipo Riccati:

Teorema. Sea K → R como siempre y sea y ∈ R una variable
sobre K. Sea f(Y ) el polinomio mı́nimo de y′ sobre K(y):

f(Y ) =
∑

ai(y)Y
n−i, 0 ≤ i ≤ n, a0 = 1, ai ∈ K(y).

Si R no tiene singularidades móviles, entonces los ai son polinomios
en y con coeficientes en K cuyos grados son como mucho 2i.

Definimos un cuerpo de Riccati como una extensión K ⊂ R con
R = K(y) y tal que y′ = a + by + cy2. Es elemental comprobar que
un cuerpo de Riccati no tiene singularidades móviles. Pero, además, se
tiene

Teorema. Sea K ⊂ R como antes y supongamos que R tiene
género 0 y que, además, R tiene un lugar de grado 1 -es decir, hay una
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función en R que tiene un cero simple. Si R no tiene singularidades
móviles, entonces es un cuerpo de Riccati sobre el cuerpo de coeficientes
K∗.

Como consecuencia se obtiene el criterio de Fuchs para que una
ecuación diferencial no tenga singularidades móviles:

Proposición (Criterio de Fuchs). Sea R un cuerpo diferencial de
funciones algebraicas de una variable sobre K de la forma R = K(y, y′).
Supongamos que K es algebraicamente cerrado y de caracteŕıstica 0.
Sea f(Y ) el polinomio caracteŕıstico de y′ con respecto a K(y):

f(Y ) =
∑

ai(y)Y
n−i, 0 ≤ i ≤ n, a0 = 1, ai ∈ K(y).

Entonces R no tiene singularidades móviles si y sólo si se satisfacen
las siguientes tres condiciones:

i) Cada coeficiente ai de f es un polinomio en y de grado a lo
sumo 2i.

ii) Si p es un lugar en R que no es un polo de y pero que es
ramificado respecto de K(y), las clases residuales ξ, η de y y
y′ módulo p satisfacen que ξ′ = η y, además

νp(y
′ − η) ≥ ep − 1

donde ep es el ı́ndice de ramificación de p sobre K(y).
iii) Si un lugar p de R es un polo de y ramificado con respecto a

K(y), entonces

νp(y
′) ≥ νp(y)− 1

Es un ejercicio muy esclarecedor traducir estas condiciones algebrai-
cas a condiciones más geométricas, para comparar este resultado con el
enunciado clásico -que se puede ver, por ejemplo, en [25] (caṕıtulos XII
y XIII), más anaĺıtico y mucho menos formal. El siguiente resultado
“se debe esencialmente a Briot y Bouquet” (cf. [30], p. 22):

Teorema. Sea R un cuerpo diferencial algebraico de una variable
sobre su cuerpo de coeficientes K. Supongamos que K es perfecto y
que está formado por constantes si su caracteŕıstica es distinta de 0.
Entonces, si R no está formado por constantes y no tiene singularida-
des móviles, su género (en el sentido del género de una superficie de
Riemann) es o bien 0 o bien 1.

El resultado de Briot y Bouquet, tal como viene enunciado en [38]
es:
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Teorema. Considérese la ecuación diferencial polinómica

f

(
u,
∂u

∂z

)
= 0.

Si la integral de esta ecuación es uniforme [es decir, la solución no es
una función multiforme], entonces el género de la curva

f(u, u′) = 0

es necesariamente igual a 0 ó a 1.

A continuación se definen los cuerpos de Clairaut:

Definición. Un cuerpo diferencial R, de funciones algebraicas de
una variable sobre K se dice que es un cuerpo de Clairaut sobre K si
está generado sobre K por sus constantes.

Teorema. Cualquier cuerpo de Clairaut sobre un cuerpo K de
caracteŕıstica 0 está libre de singularidades móviles.

Por otro lado,

Teorema. Si R es un cuerpo de Riccati sobre K -su cuerpo de
coeficientes-, existe una extensión diferencial L, de K que es separable
sobre K y tal que el cuerpo diferencial R(L) deducido de R al añadirle
a K los elementos de L, es un cuerpo de Clairaut sobre L.[Para la
noción de cuerpo deducido de otro al añadir elementos véase [16]].

Terminamos este resumen de la Teoŕıa de Matsuda con el estudio
que hace de los cuerpos de Poincaré. Recordamos que un cuerpo eĺıptico
es un cuerpo de funciones algebraicas de una variable de género 1.
Si R es un cuerpo de ese tipo, que es diferencial sobre su cuerpo de
coeficientes K, diremos que R es de Poincaré si es de la forma K(x, y)
con x′ = y y además

y2 = A(x) = λ
∏

(x− ai), 1 ≤ i ≤ 3, λ, ai ∈ K,λ 6= 0

donde los ai son constantes diferentes dos a dos. El teorema que sigue
es una generalización del equivalente de Poincaré en [39]:

Teorema. Sea R un cuerpo diferencial de funciones algebraicas
de una variable sobre su cuerpo de coeficientes K. Supongamos que es
un cuerpo eĺıptico que admite un lugar de grado 1 y que no es de ca-
racteŕıstica 2 ni 3. Entonces, si R está libre de singularidades móviles,
existe una extensión L de K que es algebraica y separable sobre K y
tal que el cuerpo diferencial R(L) deducido de R al añadirle a K los
elementos de L es, o bien un cuerpo de Poincaré o bien un cuerpo de
Clairaut sobre L.
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Matsuda continúa sus estudio con los casos de caracteŕıstica 0 e
investigando los puntos de Weierstrass de una extensión de cuerpos.
No comentamos esta parte, porque se sale de los propósitos de esta
memoria.

2.2. Una nota de Seidenberg. En [46] A. Seidenberg propone
un estudio de la relación entre valoraciones y diferenciales2, pues, como
él mismo dice, “las derivaciones tienen que ver con el contacto, como
las valoraciones, aśı que es natural preguntarse por un estudio que las
relacione”. En la referencia citada, establece un teorema de existencia:
una derivación del anillo local de una variedad algebraica que env́ıa el
anillo en el anillo, hace lo mismo con un cierto anillo de valoración que
domina al anterior. Más precisamente, demuestra el siguiente resultado:

Teorema. [[46]] Sea O = k[x1, . . . , xn] un dominio ı́ntegro finito3

sobre un cuerpo k de caracteŕıstica 0 y sea m un ideal primo de O.
Supongamos que D es una derivación del anillo local Om (es decir,
D(Om) ⊂ Om). Entonces existe un anillo de valoración centrado en m
tal que la (extensión de la) derivación D lo env́ıa en śı mismo.

Cuando el anillo Om es de dimensión 2, se puede probar que la
valoración es única, con la hipótesis de que D(m) 6⊂ m (en el caso liso,
esto significa que D es un campo de vectores no singular) y que tiene
como cuerpo residual k.

El último resultado que demuestra es el siguiente:

Teorema ([46]). Sea O un anillo local regular de dimensión r
que contiene a los números racionales y cuyo ideal maximal es m =
(x1, . . . , xr). Sea D una derivación ı́ntegra de O (es decir, D(f) es un
elemento ı́ntegro sobre O para todo f ∈ O). Supongamos que D(m) 6⊂ m
y sea ν una valoración centrada en m cuyo anillo es cerrado para D.
Entonces, la sucesión inicial de ν−ideales:

m > q2 > . . . > qn > . . .

depende exclusivamente de D (y no de ν). La intersección p = ∩Ôqi

es un ideal primo 1−dimensional que tiene un punto regular en Ôm.
Si definimos la “parte inicial” de la manera obvia, entonces las partes
iniciales de los elementos de O que tienen orden 1 y valor mayor que
ν(m) generan un ideal primo 1−dimensional en O/m[x1, . . . , xr], que
depende exclusivamente de D (y no de ν). Este ideal primo define la

2Aunque la noción de Matsuda es la misma, y su trabajo es posterior en el
tiempo, lo hemos introducido antes por ser el menos relacionado con nuestro estudio.

3Las xi no son necesariamente algebraicamente independientes.
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tangente a p en m. (Aśı, para r > 2, D también determina canónica-
mente una dirección en m).

El “punto débil” de la definición de Seidenberg es que depende de
modo esencial del modelo que se estudia: si, por ejemplo, se parte de un
campo de vectores holomorfo, regular en un entorno del origen de Cn,
los resultados anteriores aseguran la existencia de una única valoración
que cumple las propiedades. Sin embargo, si se explota el origen y se
considera el centro de tal valoración y el campo inducido en la variedad
explotada, ya no se tiene la unicidad y ni siquiera O es cerrado para
D.

De hecho, en el caso de dimensión 2, las demostraciones de los
teoremas anteriores, muestran que la valoración que se obtiene es la
del “contacto” con la curva (eventualmente formal) solución de D.

En el Apéndice A presentamos un estudio detallado de este tipo de
valoraciones y su relación con las valoraciones de L’Hôpital, que son el
objeto de estudio fundamental de la presente memoria.

2.3. La teoŕıa de Rosenlicht. Mostramos en este apartado un
breve resumen de la teoŕıa de valoraciones diferenciales construida en
[41], que es la base de nuestra teoŕıa general. Enunciaremos los resul-
tados fundamentales -hasta el de extensión de valoraciones “diferen-
ciales” a los cierres algebraicos; no nos detendremos en casi ninguna
demostración, pues pueden consultarse todas en dicha referencia.

Llamaremos K a un cuerpo diferencial de caracteŕıstica 0, cuya de-
rivación denotaremos ∂. El cuerpo de constantes de ∂ lo llamaremos κ.
Si ν es una valoración sobre K y O es su anillo de valoración, supon-
dremos que O = κ + m, donde m es el maximal de O (es decir, que
el anillo de valoración es racional sobre el cuerpo de constantes de ∂).
Diremos que ν es una valoración diferencial para ∂ si, para cualesquiera
a, b ∈ K∗ tales que ν(a) ≥ ν(b) > 0 se tiene que

ν

(
a

b
− ∂a

∂b

)
> 0.

Ésta definición, cambiando las condiciones sobre los cuerpos residuales,
es la que utilizaremos en nuestra teoŕıa de valoraciones de L’Hôpital.
El primer resultado que Rosenlicht demuestra es el siguiente:

Lema. Con las notaciones y condiciones anteriores, una valoración
ν es diferencial para ∂ si y sólo si, para cualesquiera a, b ∈ K con
ν(a) 6= 0 6= ν(b) se tiene que

ν(a) ≥ ν(b) si y sólo si ν(∂a) ≥ ν(∂b).
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Una vez hecha la demostración, Rosenlicht comienza a probar resul-
tados de extensión de valoraciones diferenciales (que nosotros llamamos
de L’Hôpital ) a cuerpos más grandes. Hacemos notar que él impone la
condición de “racionalidad” del anillo de valoración respecto del cuerpo
de constantes de ∂ porque está interesado sobre todo en los cuerpos de
Hardy. El primer teorema de extensión es el siguiente:

Teorema. Sea K un cuerpo diferencial de caracteŕıstica 0, κ un
subcuerpo diferencial de K, C un subcuerpo del cuerpo de constantes de
K y ν una valoración sobre K trivial en C. Supongamos que C = C ∩κ
se aplica sobreyectivamente en la imagen de κ en el cuerpo residual
de ν. Sea T un subgrupo del grupo multiplicativo K∗ tal que κ∗ ⊂ T ,
que K = C(T ), tal que toda constante de T está en C, tal que (a ∈
T, ν(a) = 0)⇒ (a ∈ κ∗), y tal que si a, b ∈ T y ν(a), ν(b) > 0 entonces
ν(∂a · b/∂b) > 0. Entonces ν es una valoración diferencial de K -en el
sentido de este apartado- y C es el cuerpo de constantes de K.

Para la demostración es preferible probar antes el siguiente

Lema. En las condiciones del teorema, cada elemento no nulo x ∈
C[T ] se puede escribir como una suma finita x =

∑n
i=1 ξiti, donde los

ξi están en C∗, los ti están en T y ν(t1) < · · · < ν(tn).

Este resultado se demuestra por recurrencia sobre el número de
elementos de T necesarios para escribir x. Todas las condiciones del
teorema son imprescindibles. Una vez probado el lema, el teorema es
consecuencia de que K es el cuerpo de fracciones de C[T ] y las propie-
dades de las valoraciones diferenciales se comprueban sin dificultad. De
nuevo son imprescindibles todas las condiciones impuestas a los cuer-
pos y a la valoración. Los detalles pueden consultarse en [41], en las
páginas 309-310.

Enunciamos simplemente el resultado final de [41], pues el resto del
art́ıculo está centrado en propiedades más espećıficas de los cuerpos de
Hardy.

Teorema. Sea k un cuerpo diferencial y ν una valoración diferen-
cial de k. Cualquier extensión de ν a una valoración en una extensión
algebraica de k es diferencial para la extensión -única- de la derivación.

2.4. Kolchin-Morrison. Derivaciones continuas. En [26] se
introduce la denominación de cuerpo valorado diferencial para indicar
un cuerpo diferencial (K,′ ), con una valoración ν de rango 14, que

4Esta condición es fundamental para que tenga sentido la construcción de la
norma asociada a ν
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cumple lo siguiente: si | | denota la norma asociada a la valoración,
entonces existen elementos α y β del grupo de valores tales que

α|a| ≤ |a′| ≤ β|a|
para cualquier elemento a ∈ K de norma menor o igual que uno (i. e.,
si la norma asociada a ν es |a| = e−ν(a), se pide la condición para los
elementos de valor mayor o igual que 0, es decir, para los del anillo de
valoración).

Para enunciar el resultado fundamental de Kolchin precisamos una
definición:

Definición. Sea (K,′ ) un cuerpo diferencial y P (y) un polinomio
diferencial en la variable diferencial y. El polinomio P es una combina-
ción lineal sobre K de ciertos monomios ye0y′e1 . . . y(k)ek . Llamaremos
denominación de P al mayor número natural de la forma

∑
k(k+1)ek.

Si z es otra variable diferencial y d es la denominación de P , entonces
P (y/z) tiene denominadores en z de grado menor o igual que d. En
general, para cualquier s ≥ 1, llamaremos s−denominación de P al
mayor de los números

∑
k(k + s)ek. Si, en fin, K es un cuerpo dife-

rencial y A es un subanillo diferencial de K y u es un elemento de K
diferenciablemente algebraico sobre A, llamaremos s−denominación de
u sobre A al número

mı́n{d ∈ N : ∃P ∈ A[y] pol. difer. con s-denominación d y P (u) = 0}.

Se tiene (ver [26]) el siguiente resultado:

Teorema. Sea (K,′ , ν) un cuerpo diferencial valorado no trivial
(diferencial no nula y valoración no trivial). Sea A un subanillo di-
ferencial no nulo tal que |a| ≥ 1 para cualquier elemento no nulo
a ∈ A. Sea u ∈ K un elemento diferenciablemente algebraico sobre
A. Sea s un número natural mayor o igual que uno. Llamemos ds a
la s−denominación de u sobre A. Entonces: existe γ en el grupo de
valores de ν tal que

|u− a

bs
| ≥ γ

|b|ds

para cualesquiera elementos a, b ∈ A con b 6= 0 y u 6= a
bs

.

Bien entendido, este teorema es una generalización del teorema de
Liouville (ver [28]) sobre las aproximaciones de números algebraicos por
sucesiones de racionales. Lo enunciamos para que el lector se dé cuenta
de la similitud:

Teorema (Liouville). Si α es un número complejo algebraico sobre
los enteros cuyo polinomio mı́nimo tiene grado n, entonces existe γ ∈
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R, mayor que 0 tal que

|α− p

q
| ≥ γ

|q|n
, ∀p, q ∈ N.

El teorema de Kolchin tiene la siguiente consecuencia:

Teorema ([26]). Sea
∑∞

0 ckX
sk una serie de potencias con ex-

ponentes naturales (no nulos). Si la sucesión ( sk+1

sk
) no está acotada,

entonces la serie es diferenciablemente trascendente sobre K(X).

En [34], se generaliza la noción definida por Kolchin de la siguiente
manera: partimos de un cuerpo L, una valoración no arquimediana ν
en L, que suponemos de rango 1 y trivial sobre el cuerpo primo de L.
Sea K un subcuerpo de L y D : K → L una derivación.

Definición. Sea S un subconjunto de K. Se dice que D está aco-
tada inferiormente en S si existe un γ ∈ Γ (el grupo de valores de ν)
tal que, para cualquier s ∈ S diferente de cero, se tiene que

ν(
Ds

s
) ≥ γ.

Un tal γ se llamará una cota inferior de D en S.

Proposición ([34]). Sea R un dominio de cuerpo de fracciones K
y sea γ una cota inferior para D en R. Entonces γ es una cota inferior
para D en todo K.

Proposición ([34]). Si ν no es la valoración trivial, entonces D es
continua para la topoloǵıa inducida en K por ν si y sólo si D está aco-
tada inferiormente en K.

Enunciamos sin demostración los resultados principales del trabajo
de Morrison [34]. En adelante, (L, ν) será un cuerpo con una valoración
de rango 1 y F y K serán subcuerpos de L. Supondremos que D es una
derivación de L y llamaremos con la misma letra a las restricciones de
D a K y F (que no tienen por qué ser derivaciones de esos cuerpos).

Teorema. Supongamos que K es una extensión algebraica finita
de F . Si D está acotada inferiormente (es continua) en F , entonces
también lo está en K.

Teorema. Supongamos que L tiene caracteŕıstica 0. Sea F0 =
F (DF ) (el menor cuerpo que incluye a F y las derivadas de sus ele-
mentos). Sea K un subcuerpo de L finitamente generado sobre F . Si D
está acotada inferiormente en F y si F0 es algebraico sobre F , entonces
la restricción de ν a F0 se extiende a una valoración ν ′ en L respecto
de la cual D está acotada inferiormente en K.
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Teorema. Sean F ⊂ K ⊂ L tres cuerpos y ν una valoración de L.
Sea D : K → L una derivación. Supongamos que D tiene una cota in-
ferior γ en F , que K es algebraico sobre F y que F tiene caracteŕıstica
0. Entonces D es continua en K con cota inferior γ.

Definición. Denotaremos DerF (K,L) al conjunto de todas las
F−derivaciones de K en L y DerνF (K,L) a las que son continuas para
una valoración ν de L.

Lema. Si K es un cuerpo de funciones algebraicas de una variable
sobre F y éste es algebraicamente cerrado en K y ν|F = 0, entonces
DerνF (K,K) = DerF (K,K)

Proposición. Sea F ⊂ K ⊂ L una cadena de cuerpos, ν una valo-
ración de L y D una derivación de K en L. Supongamos que K es una
extensión de F de grado de trascendencia uno y finitamente generada.
Si ν es la valoración trivial en F y D|F está acotada inferiormente,
entonces D|K también lo está.

Teorema. Sea F un cuerpo de caracteŕıstica 0, K una extensión
de F de grado de trascendencia finito y ν una valoración discreta de
rango 1 de K, trivial en F , de dimensión d5. Sea (L, ν) una complección
de (K, ν). Entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

1 ≤ dimF (DerνF (K,L)) ≤ d+ 1.

Corolario. Sean F,K y ν como en el teorema anterior. Son equi-
valentes:

i) Todas las derivaciones D : K → K nulas en F son continuas
para la topoloǵıa inducida por ν.

ii) La dimensión de ν es grad.tr. (K/F )− 1

Teorema. Sea K un subcuerpo de un cuerpo valorado (L, ν) de ca-
racteŕıstica 0. Supongamos que existe una base finita de trascendencia
{y1, . . . , yn}, de L sobre K, con respecto a la cual ν está homogénea-
mente definida en K(y1, . . . , yn) -es decir, que es monomial-. Sea D

una derivación de K(y1, . . . , yn) en una complección (L̂, ν̂) de (L, ν)
tal que ν(Da

a
) ≥ 0 para todo a ∈ K∗ y tal que ν(Dyi

yi
) ≥ 0 para todo i.

Entonces D es continua y se extiende de manera única a una deriva-
ción continua D̂ de (L̂, ν̂). Además, ν̂ es una valoración diferencial de

rango 1 del cuerpo diferencial (L̂, D̂)

5Esta noción puede entenderse como el grado de trascendencia del completado
respecto de ν de K, sobre F .
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3. Anillos de Weierstrass

La memoria propiamente dicha comienza, antes de introducir la re-
lación entre campos de vectores y valoraciones, con el estudio de una
categoŕıa de anillos que incluya todos los que aparecen en la teoŕıa de
ecuaciones diferenciales: los anillos de series formales, convergentes y
de tipo Gevrey. La propiedad común a todos ellos es la existencia de
un teorema de Preparación de Weierstrass. Con esta idea, presentamos
una definición de álgebra aceptable, que pretende abarcar todos los ani-
llos que se comportan “de modo coherente” respecto de las operaciones
naturales en series de potencias. En concreto, exigimos (además de la
propiedad de Preparación), que sean cerrados por derivación parcial, y
que sean cerrados por “composición”. Aunque hay resultados referentes
a anillos que admiten derivaciones (cf. [32]) y a subanillos del anillo de
series formales (cf. [43] y [27]), todos se centran en anillos que cumplen
determinadas propiedades algebraicas (noetherianidad, henselianidad,
etc.). Nuestro estudio es el rećıproco: partimos de un anillo que cumple
propiedades relativas a sus elementos y obtenemos resultados algebrai-
cos. En concreto, para los anillos que denominamos “de Weierstrass”,
demostramos la noetherianidad, el teorema de División, la existencia
de series impĺıcitas y el “teorema de parametrización local” (en la ver-
sión de la finitud de una extensión de cuerpos). Con una condición
adicional, somos capaces de probar el teorema de la función inversa y
la henselianidad, aśı como la factorización única.

Además de las propiedades estrictamente algebraicas, nos interesa-
mos en la construcción formal de la “explosión local de un anillo de
Weierstrass”. Para polinomios y series convergentes, la definición de
explosión local es puramente geométrica -en el sentido de que se pue-
de construir a partir de objetos geométricos y de los anillos locales en
el divisor excepcional. Para las series de potencias formales, se utiliza
la complección. Sin embargo, los anillos de Series Gevrey (por ejem-
plo) no tienen una contrapartida geométrica clara, lo que hace que la
definición no se pueda dar en términos de “entornos de puntos del di-
visor excepcional”. Por otro lado, estos anillos no son completos, con
lo que el paso al completado local es una operación inadecuada. No-
sotros presentamos una definición categorial de explosión local de un
anillo de Weierstrass regular, en la que quedan incluidos los anillos de
series formales, convergentes y Gevrey, por lo menos. No aśı el anillo de
polinomios, pues su estructura es más bien global -aunque se localice
en un punto, el localizado posee las mismas funciones racionales que el
anillo global.
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4. Nuestra Propuesta: Valoraciones de L’Hôpital

En el segundo caṕıtulo introducimos una generalización de las valo-
raciones diferenciales de Rosenlicht, con el fin de adaptarlas a la situa-
ción general de foliaciones de dimensión uno sobre espacios anaĺıticos
-aunque en este trabajo nos centraremos casi exclusivamente en el caso
de superficies- y derivaciones en anillos de Weierstrass.

El interés de la generalización que presentamos se debe, entre otros
aspectos, a la existencia, por una parte, de ecuaciones diferenciales
ordinarias de grado mayor que uno sin solución anaĺıtica y, por otra,
de campos de vectores holomorfos en superficies singulares (incluso
normales) sin curvas solución. En [20] se demuestra que la ecuación de
orden uno y grado tres siguiente:

(y′)3 + x2(y′)2 − 7xyy′ + 12y2 + x8 = 0

no tiene ninguna solución. En [4] se prueba una condición necesaria
para la existencia de separatrices (curvas invariantes) de campos de
vectores en superficies normales. Se da, asimismo, un ejemplo de campo
de vectores en una tal superficie, que no posee ninguna separatriz que
pase por la singularidad.

Este tipo de comportamientos, aśı como el hecho de que las valora-
ciones son la generalización “natural” del concepto de curva anaĺıtica
(y, en general, de germen de subespacio anaĺıtico), lleva al estudio de
la relación entre las valoraciones y los campos de vectores. Todos los
estudios que ya hemos esbozado nos indujeron a la definición de valo-
ración de L’Hôpital. Especialmente interesante es la idea de que son la
expresión, en teoŕıa valorativa, de la regla de L’Hôpital clásica. De este
modo, las valoraciones que cumplen nuestra definición son, por aśı de-
cirlo, la representación algebraica de los “lugares bien relacionados con
un campo de vectores”.

Para una singularidad simple genérica (en un sentido que preci-
saremos) de un germen de campo de vectores en el origen del plano
complejo, las valoraciones de L’Hôpital localizan las separatrices: sea
X el campo

X = λx
∂

∂x
+ µy

∂

∂y

en un entorno de 0, y νx, νy las valoraciones de rango dos sobre M,
asociadas a las curvas (x = 0) e (y = 0). Se tiene que una valoración
centrada en C{x, y}, que siga los puntos infinitamente próximos de
una curva, es de L’Hôpital para X si y sólo si es νx ó νy. De hecho,
existen más valoraciones de L’Hôpital para X, pero las presentaremos
en su momento. Baste decir por ahora, que determinan las separatrices
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en una situación genérica. Asimismo, si un campo de vectores Y tiene
una singularidad aislada en el origen del plano y tiene una solución
formal no convergente, entonces la única valoración de L’Hôpital que
existe para Y es la que sigue los puntos infinitamente próximos de dicha
rama no convergente.

Todo el caṕıtulo segundo está dedicado al estudio de tales valoracio-
nes. Comenzamos con la teoŕıa general, para después exponer sucinta-
mente los tipos de valoraciones de las C−álgebras de dimensión 2. Las
clasificamos -como habitualmente, aunque la notación no está fijada-
en divisoriales, de contacto con una rama formal, de contacto con una
rama algebraica, de contacto con un divisor, valoraciones “con infinitos
exponentes de Puiseux” y valoraciones “con un exponente de Puiseux
irracional”. El resultado clave es el Teorema 63. Supongamos que ∂ es
un germen de campo de vectores en el origen del plano complejo, y que
(A,m) es el anillo local de partida. Sea ∂̃ el transformado del campo
tras una explosión6. Fijemos una valoración ν. Sea Q el centro de ν en
el divisor excepcional. Entonces

Teorema. 63 Si ν es una valoración centrada en (A,m) de L’Hô-
pital para ∂, distinta de la del orden en m, entonces Q es singular para
∂̃.

De aqúı deducimos inmediatamente que las valoraciones “que tienen
infinitos pares de Puiseux” no son de L’Hôpital para ningún campo.

Para valoraciones divisoriales (es decir, las que corresponden a una
cadena finita de explosiones con centros puntos), si Q es el último centro
de una tal valoración ν, se tiene:

Teorema. 67 Sea ν una valoración divisorial centrada en A. Sea Q
el centro propio de ν. Sea ∂ una foliación por curvas sobre Spec(A), sin

integral primera y sea ∂̃ la transformada estricta de ∂ en Q. Entonces

ν es de L’Hôpital para ∂ ⇔ ∂̃ es dicŕıtica en Q.

De donde se deduce que una foliación es dicŕıtica si y sólo si admite
una valoración de L’Hôpital divisorial.

En el resto del caṕıtulo hacemos el estudio exhaustivo de las valo-
raciones no divisoriales que son de L’Hôpital para campos de vectores
en el plano complejo. Resumimos todos los resultados en el siguiente
enunciado (para la notación referimos al lector a dicho caṕıtulo):

6Algebraicamente no hay ninguna diferencia, por ser la explosión un morfis-
mo birracional, pero es claro que geométricamente son dos objetos distintos (uno
“abajo” y otro “arriba”)
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Teorema. Sea X un germen de campo de vectores en el origen
del plano complejo y sea ν una valoración no divisorial del cuerpo de
funciones meromorfasM. Sea P el centro de ν tras un número finito de
explosiones, que suponemos (por el teorema de Seidenberg de reducción)
que es simple para X. Entonces:

Si ν corresponde a una rama formal, entonces ν es de L’Hô-
pital si y sólo si dicha rama es una separatriz de X.
Si ν corresponde a una rama anaĺıtica (o a un divisor), enton-
ces ν es de L’Hôpital si y sólo si dicha rama es una separatriz
de X y P es una singularidad genérica de X.
Si ν corresponde a una valoración con un par de Puiseux irra-
cional, entonces ν es de L’Hôpital si y sólo si P es una singu-
laridad genérica de X.

Para recuperar las valoraciones que corresponden a curvas anaĺıti-
cas en singularidades no genéricas, recurrimos a una definición “débil”
de valoración de L’Hôpital. La pega es que aparecen “demasiadas” valo-
raciones de L’Hôpital. Terminamos el caṕıtulo recordando brevemente
al lector que el estudio de valoraciones de L’Hôpital para derivacio-
nes dadas en superficies singulares es exactamente el mismo que en el
plano complejo, puesto que las valoraciones son las mismas (esencial-
mente el tipo de una valoración viene determinado por el tipo cofinal)
en ambos casos (cf. [53]). El siguiente caṕıtulo es una presentación de
la bóveda estrellada -que es el conjunto de valoraciones de L’Hôpital
para un campo- y de la parte inicial de una derivación respecto de una
valoración no divisorial.

La bóveda estrellada representa, de modo conciso y esquemático,
la estructura de las valoraciones de L’Hôpital para un campo de vec-
tores (una derivación) en un entorno de un punto del plano complejo.
Introducimos una métrica en la superficie de Riemann, cuya topoloǵıa
inducida es distinta de la de Zariski. Sin embargo, es más adecuada a
nuestra situación, pues diferencia mediante propiedades topológicas (en
la superficie de Riemann) los campos que tienen un comportamiento
genérico y los que tienen soluciones formales no convergentes.

La parte inicial de una derivación respecto de una valoración es
un objeto definido sobre el álgebra graduada de la valoración (objeto
de importancia crucial en el estudio de las valoraciones). De manera
análoga a la superficie de Riemann, se demuestra que una derivación
posee parte inicial respecto de una valoración cuando los puntos infi-
nitamente próximos de la valoración son singulares para el campo y
además, el campo es genérico.
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5. Grado mayor que uno. Dimensión mayor que 2

Los dos últimos caṕıtulos presentan una generalización del estudio
de los campos de vectores en el plano complejo a las ecuaciones dife-
renciales de grado superior y a las variedades anaĺıticas de dimensión
cualquiera. Brevemente, el resultado final para ecuaciones de grado su-
perior es el

Teorema. 124 Sea f(x, y, y′) = 0 una ecuación diferencial ordina-
ria, anaĺıtica, de grado finito. Supongamos que el germen de superficie
anaĺıtica dado por f(x, y, z) = 0 tiene singularidad aislada y admite
una resolución cuyo grafo dual asociado es un árbol. Entonces existe
una separatriz de f(x, y, y′) = 0.

Para campos de vectores en dimensión mayor que 2, estudiamos las
valoraciones de L’Hôpital y débilmente de L’Hôpital asociadas a curvas
y a divisores. Demostramos que caracterizan las separatrices de campos
singulares y los divisores dicŕıticos (i. e. genéricamente transversales al
transformado de la foliación). Aunque no entramos en materia, estos
resultados son susceptibles de generalización a valoraciones asociadas
a hipersuperficies e incluso a variedades de dimensión o codimensión
mayor que 1 invariantes por un campo de vectores.



CAṔıTULO 1

Anillos de Weierstrass

1. Introducción

El objetivo de este caṕıtulo es introducir una clase de anillos que
permita el manejo de valoraciones y transformaciones birracionales de
modo simultáneo. El nivel de generalidad que nos interesa es el sufi-
ciente para cubrir los ejemplos básicos: polinomios, series convergentes,
series formales y series de tipo Gevrey.

Como el estudio es de naturaleza estrictamente local, nuestro área
de interés se reduce a los tres últimos tipos. Estas tres clases de anillos
poseen un Teorema de Preparación de Weierstrass, que permite ex-
presar todas las propiedades importantes en sistemas de coordenadas
adecuados. Aśı, describimos la categoŕıa de los anillos que “satisfacen”
el teorema de Weierstrass. Después planteamos el problema de la defi-
nición de explosión local para esta categoŕıa.

A la hora de trabajar con explosiones, hay esencialmente tres anillos
para los cuales el concepto de explosión local es “natural”:

1. Los anillos de polinomios (más concretamente, los anillos de
funciones racionales). Esta clase es cerrada por localización y si
se toma el anillo local en un punto de una variedad algebraica
(v. gr. un punto cerrado del divisor excepcional de la variedad
obtenida al explotar otra), se obtiene un anillo que pertenece
a la misma categoŕıa que el de partida y que representa las
funciones racionales definidas en entornos (de Zariski) de un
punto.

2. Las k−álgebras completas. En este caso, la explosión local se
construye con la complección por el ideal maximal del locali-
zado del anillo de la explosión en un punto del divisor excep-
cional.

3. Los anillos de series de potencias convergentes. Puesto que la
explosión de un espacio anaĺıtico produce otro espacio anaĺıti-
co, para estudiar las propiedades anaĺıticas locales en un punto
del divisor excepcional, basta considerar el anillo local en di-
cho punto del haz de funciones anaĺıticas del espacio obtenido
por la explosión.

1
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Sin embargo, en la teoŕıa local de las ecuaciones diferenciales, aparece
de manera natural el anillo de series de potencias formales de clase
Gevrey. Puesto que no se tiene una estructura geométrica clara asocia-
da a ellos, no es posible definir la explosión local con las herramientas
anteriores. Esto nos llevó a plantearnos la construcción de este morfis-
mo para una clase de anillos que incluyera, al menos, los dos últimos,
junto con los anillos de tipo Gevrey: esta familia es la de los anillos
de Weierstrass. Pensamos que tal construcción justifica plenamente el
formalismo que introducimos.

2. Definición y propiedades fundamentales.

En todo el caṕıtulo, κ será un cuerpo de caracteŕıstica 0 -no ne-
cesariamente algebraicamente cerrado- y O un anillo conmutativo con
unidad, que supondremos es una κ−álgebra local de maximal m. Siem-
pre supondremos que el maximal es finitamente generado como ideal y
que el completado deO para la topoloǵıa m−ádica es isomorfo a un ani-
llo de series de potencias en un número finito de variables. Imponemos
además que el ideal m admite un sistema de generadores de cardinal la
dimensión de Ô. A los sistemas de generadores de m con dicho cardinal
los llamaremos -abusando momentáneamente de notación- sistemas de
parámetros de m. Supongamos, por concretar, que la dimensión de Ôm

es n+ 1 y tomemos un sistema de parámetros (x1, . . . , xn, xn+1) de m.
Un polinomio de Weierstrass respecto de un sistema de parámetros

(x1, . . . , xn, xn+1) será un elemento f ∈ O tal que su imagen en el

completado Ô ' κ[[x1, . . . , xn, xn+1]] es un polinomio de Weierstrass
ordinario respecto de xn+1, de la forma

xrn+1 + ar−1x
r−1
n+1 + · · ·+ a0

donde los ai son elementos del ideal (x1, . . . , xn)O.
Por elemento regular de orden r en xn+1, respecto del sistema de

parámetros(x1, . . . , xn, xn+1) entenderemos un elemento cuya imagen
en κ[[x1, . . . , xn, xn+1]] es un elemento regular de orden r en xn+1 en el
sentido habitual.

Definición 1. Diremos que O tiene la propiedad de Weierstrass
respecto de (x1, . . . , xn, xn+1) si para cualquier elemento f ∈ O regular
en xn+1 de orden r, existen u, h ∈ O con

f = uh

donde u es una unidad de O y h un polinomio de Weierstrass de grado
r en xn+1.
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Definición 2. Se dice que O tiene la propiedad de Weierstrass
respecto de un sistema de parámetros (x1, . . . , xn+1), si O tiene la pro-
piedad de Weierstrass para cualquier reordenación de dicho sistema.

Ejemplo 3. El morfismo O → Ô no es necesariamente inyectivo.
Tómese O = En, el anillo de funciones infinitamente diferenciables
en n coordenadas, que cumple la propiedad de Weierstrass (resultado
debido a Malgrange, ver [29]) pero que no se inyecta en su completado
(el anillo de series de potencias formales).

Definición 4. Diremos que una κ-álgebra local O de ideal maximal
m, cuyo completado es isomorfo a una κ−álgebra de series de potencias
formales en un número finito de variables, es aceptable si

1. es separada para la topoloǵıa m−ádica.
2. dado un sistema de parámetros (x1, . . . , xn) de m y el morfismo

de paso al completado

O → Ô ' κ[[x1, . . . , xn]]

se tiene que, para cualesquiera f ∈ O y g1, . . . , gn ∈ m, la
“sustitución”

f(g1, . . . , gn)

que tiene perfecto sentido en el completado, es un elemento de
[la imagen de] O.

3. Dado un sistema de parámetros (x1, . . . , xn), las derivaciones

parciales de κ[[x1, . . . , xn]] ' Ô respecto de los xi inducen de-
rivaciones en [la imagen de] O.

Ejemplo 5. Las condiciones de la definición anterior son mutua-
mente independientes:

La R−álgebra O = R[[x2, x3, . . . ]], es separada para la topo-
loǵıa m−ádica, es cerrada por “sustitución” pero, evidente-
mente, no es cerrada para la derivación usual x′ = 1 (aunque

este ejemplo no es del todo válido, pues Ô no es un anillo
regular).
El anillo de funciones En es cerrado para derivación y sustitu-
ción, pero no es separado para la topoloǵıa m−ádica.
Un ejemplo de C−álgebra separada y cerrada por derivación
parcial pero no cerrada por sustitución es O = C[[x]][y] (el
anillo de polinomios sobre un anillo de series de potencias for-
males).

Lema 6. Las condiciones 2 y 3 no dependen del sistema de pará-
metros.
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Demostración. El cambio de sistema de parámetros induce un
isomorfismo en el completado, que se refleja en los respectivos anillos
κ[[x1, . . . , xn]] y κ[[y1, . . . , yn]] (para sistemas (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn)).
Si la condición 2 se cumple para el primer sistema, se debe cumplir pa-
ra el segundo, pues el isomorfismo mencionado no es más que sustituir
las xi por sus expresiones en las yj.

La prueba de la independencia de la condición 3 es similar: apĺıquese
la regla de la cadena:

∂f(x)

∂xi
=
∑ ∂f(y)

∂yj

∂yj
∂xi

.

�

Teorema 7. Si O es aceptable y tiene la propiedad de Weierstrass
respecto de un sistema de parámetros (x1, . . . , xn), entonces la tiene
respecto de todos.

Demostración. Lo primero que hacemos notar es que, si a es un
elemento de O invertible en Ô, entonces a es invertible en O, por ser
regular de orden 0 respecto de cualquier sistema de parámetros.

Sea (y1, . . . , yn) otro sistema de parámetros. Existen elementos λij ∈
O tales que  y1

...
yn

 =

 λ1
1 . . . λn1
...

. . .
...

λ1
n . . . λnn

 x1
...
xn


Como esta transformación es un cambio de parámetros, alguno de los λin
tiene que ser una unidad enO y, en la situación en que nos encontramos,
es indiferente cuál sea, aśı que podemos suponer que es λnn ∈ O?. De
aqúı se deduce que xn = wnyn − vn(x1, . . . , xn−1), para ciertos wn,
unidad de O y vn ∈ O.

Sea f un elemento de O, regular en yn de orden r. Visto lo anterior,
f es también regular en xn de orden r y, por hipótesis, tenemos una
igualdad

f = uh

donde u es una unidad de O y h es un polinomio de Weierstrass de O
en la variable xn de orden r. Sea Oxn−1 el subanillo de O siguiente:

Oxn−1 = O
⋂

κ[[x1, . . . , xn−1]].

Por ser f = uh, el anillo O/(f) está generado, como Oxn−1−álgebra por
los elementos (1, xn, . . . , x

r−1
n ) -donde las barras indican “clase residual
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módulo (f)”- y, por tanto, por (1, yn, . . . , y
r−1
n ). De esto inferimos que

hay ciertos b1, . . . , br ∈ Oxn−1 y u ∈ O? tales que

f = u(yrn + br−1
1 yr−1

n + · · ·+ br).

Por otra parte, en el anillo de series de potencias formales en (y1, . . . , yn)
se tiene otra igualdad

f = v(yrn + cr−1
1 yr−1

n + · · ·+ cr).

donde los ci son series de potencias, sin término independiente, en las
variables (y1, . . . , yn−1). Como esta descomposición es única en κ[[y1, . . . , yn]],
resulta que bi = ci, para todo i, y, por tanto, que f se escribe como
polinomio de Weierstrass en yn con coeficientes en Oyn−1. �

Este resultado nos permite dar la siguiente definición general:

Definición 8. Se dirá que una κ−álgebra aceptable O es un anillo
de Weierstrass regular si existe un sistema de parámetros respecto del
cual O cumple la propiedad de Weierstrass.

Ejemplo 9. Nótese que ningún anillo de polinomios es un anillo
de Weierstrass regular.

Teorema 10. En las condiciones de este caṕıtulo, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. O es un anillo de Weierstrass regular.
2. O es un anillo aceptable y para cualquier sistema de paráme-

tros (x1, . . . , xn) del maximal y cualesquiera f, g ∈ O con g
regular en la variable xn, de orden d, existen q, r ∈ O tales
que

f = gq + r

y r es un polinomio en xn con coeficientes en Oxn−1 de grado
menor que d.

Demostración. Que 2 implica 1 es inmediato: dividiendo xdn entre
f se obtiene xdn = qf + r; q debe ser una unidad (por ser f regular en
xn) y se termina. Para ver la implicación contraria se utiliza el mismo
argumento que en el teorema anterior. �

El siguiente lema, cuya demostración dejamos al lector, es esencial
para probar las propiedades fundamentales de los anillos de Weierstrass
regulares:

Lema 11. Sea O un anillo de Weierstrass regular y f ∈ O. Existe
un sistema de parámetros (x1, . . . , xn) en m -el maximal de O- tal que
f es regular en xn.
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Nota 12. De hecho, existen infinitos sistemas de parámetros que
cumplen esa condición. Es más, fijado un sistema (y1, . . . , yn), las ma-
trices inversibles (aij) con coeficientes en κ tales que el sistema de
parámetros (y′1, . . . , y

′
n) dado siguiente y′1

...
y′n

 =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 y1
...
yn


cumple que f es regular respecto de y′n, forman un abierto del grupo
lineal GLn(κ), para la topoloǵıa de Zariski.

Estamos en condiciones de demostrar las propiedades más impor-
tantes de los anillos de Weierstrass regulares. Las resumimos todas en
el siguiente

Teorema 13. Sea O un anillo de Weierstrass regular cuyo com-
pletado es κ[[x1, . . . , xn]]. Se tiene que

1. O es noetheriano.
2. O es un Dominio de factorización única.
3. O es local regular de dimensión n.

Demostración. 1. Se procede por inducción sobre n -la dimensión
del completado. Si n = 0, el anillo O es un cuerpo, que es noetheriano.
Supongamos que todo anillo de Weierstrass regular de dimensión n es
noetheriano y que Ô tiene dimensión n+1. Sea I ⊂ O un ideal y f ∈ I.
Por el lema anterior, hay un sistema de parámetros (x1, . . . , xn+1) de
m tal que f es regular en xn+1, pongamos de orden d. Por la hipótesis
sobre O, podemos suponer que f es un polinomio de Weierstrass de
orden d en xn+1. Sea I ′ el ideal

I ′ = I
⋂
Oxn[xn+1].

El anillo Oxn es de Weierstrass regular; por inducción, es noetheriano y,
por tanto, también lo es Oxn[xn+1]: aśı pues, hay un sistema finito de ge-
neradores de I ′, pongamos (f1, . . . , ft). Veamos que I = (f1, . . . , ft, f).
Sea g un elemento de I. Por la propiedad de división, existen q ∈ O
y r ∈ Oxn[xn+1] tales que g = fq + r. Como f y g son elementos de
I, también debe serlo r. De donde r ∈ I ′. Como I ′ está generado por
(f1, . . . , ft), se tiene que

g = fq + f1λ1 + · · ·+ ftλt.

2. Seguimos la demostración que hace Malgrange [29] para anillos
de funciones anaĺıticas reales. Se procede por inducción sobre la dimen-
sión de Ô. Para n = 0 es cierto, porque O es un cuerpo. Supongámoslo
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cierto para n − 1 y sea O un anillo de Weierstrass cuyo completado
tiene dimensión n. Recordamos que, como O es un anillo noetheriano,
es suficiente demostrar que todo elemento irreducible en O es primo.
Sea f un elemento irreducible de O. Tras un cambio lineal de coorde-
nadas, podemos suponer que f es regular en xn y que es, de hecho, un
polinomio de Weierstrass de O en la variable xn. Hacemos notar que el
anillo O[xn] es un dominio de factorización única (lema de Gauss). El
resultado que buscamos se sigue del siguiente lema, cuya demostración
haremos más tarde:

Lema 14. Si P ∈ O es un polinomio de Weierstrass irreducible en
Oxn−1[xn], entonces P es primo en O.

3. Que es local se tiene por definición. Que tiene dimensión n se
demuestra por inducción sobre la dimensión del completado, de la si-
guiente manera: si ésta es 0, el anillo O es un cuerpo y tiene dimensión
0. Supongamos que el resultado es cierto cuando Ô tiene dimensión
n. Como O es noetheriano, basta demostrar que el número mı́nimo de
generadores de cualquier ideal m−primario de O es n + 1 (ver, por
ejemplo, [2]). Sea I un ideal m−primario y sea (x1, . . . , xn+1) un siste-
ma de parámetros para m. Como siempre, Oxn denotará la intersección
de O con el anillo de series en los n primeros parámetros, que es un
anillo de Weierstrass regular cuyo completado tiene dimensión n. Por
la hipótesis de inducción, Oxn tiene dimensión n y por tanto

dim(Oxn[xn+1]) = n+ 1.

Supongamos, para llegar a una contradicción, que I está generado por
t elementos, f1, . . . , ft, con t < n + 1. Podemos suponer, sin perder
generalidad, que los fi son polinomios de Weierstrass en xn+1 -por la
propiedad de sustitución. Nótese que, mientras el cambio sea de la
forma xn+1 = zn+1, no hay problema en que las series sean formales
en la última variable. El ideal Ic = I ∩Oxn es mn−primario (donde mn

es el maximal de Oxn). Éste ideal Ic coincide, por otra parte, con la
contracción de (f1, . . . , ft)κ[[x1, . . . , xn+1]] a Oxn[xn+1]. Es decir,

Ic = (f1, . . . , ft)κ[[x1, . . . , xn+1]] ∩ Oxn[xn+1]

que, al ser los fi polinomios en xn+1, está generado por los mismos
(f1, . . . , ft). Pero esto contradice el hecho de que dim(Oxn[xn+1]) = n+1,
pues estábamos suponiendo que t < n+ 1.

El anillo O es regular porque su completado es un anillo de series
formales -y, por tanto, su graduado es un anillo de polinomios. �

Demostración del lema 14. Sean g, h ∈ O tales que P divide
a gh. Sean g, h los restos de dividir g y h, respectivamente, por P . El
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elemento P divide a gh en el anillo O. Por hipótesis de inducción (sobre

la dimensión de Ô), P es primo en Oxn−1[xn], aśı que basta demostrar

que P divide a gh en este anillo.
Tenemos, por tanto, que gh = PQ con Q ∈ O y que gh = PQ′+R′,

con Q′, R′ ∈ Oxn−1[xn] (por división eucĺıdea) y tal que el grado (en xn)
de R′ es menor que el de P . Aplicando la unicidad de la división en el
anillo de series formales en n variables, debe tenerse que R′ = 0 y que
Q = Q′. �

Proposición 15. Los anillos de Weierstrass regulares son formal-
mente jacobianos; es decir, el módulo de diferenciales de Kähler sepa-
radas ΩO|κ es m−ádicamente regular.

La demostración es consecuencia directa de las hipótesis impuestas
a O sobre las derivadas parciales de sus elementos, y del siguiente
resultado1:

Lema 16. [[3], citado en [55]] Si (A,m, κ) es un anillo local regular,
n−dimensional, equicaracteŕıstico, κ0 es un cuerpo de coeficientes de
A que contiene a κ y (x1, . . . , xn) es un sistema regular de parámetros
de A, entonces la complección m−ádica de A es el anillo de series
formales κ0[[x1, . . . , xn]]. Si, además, las derivadas parciales de en esa
presentación aplican A en A, entonces A es formalmente jacobiano.

Proposición 17. Los anillos de Weierstrass regulares son excelen-
tes.

Es consecuencia del siguiente

Lema 18. [[31]] Sea κ un cuerpo de caracteŕıstica 0. Sea A un
anillo regular de dimensión n que contiene a κ. Supongamos que

1. Para cada maximal m de A, la extensión de cuerpos [A/m : κ]
es algebraica y la altura de m es n.

2. Existen D1, . . . , Dn ∈ Der κ(A) y x1, . . . , xn ∈ A tales que
Di(xj) = δij.

Entonces A es excelente.

3. Los anillos de Weierstrass como anillos de la geometŕıa

Hasta ahora, la condición impuesta sobre las derivaciones de un ani-
llo de Weierstrass regular no se ha utilizado más que para probar la ex-
celencia. Nos ha parecido, sin embargo, conveniente hacer desde el prin-
cipio un estudio de los anillos con dicha condición: por una parte, para

1Las hipótesis del lema siguiente son mucho más generales de lo que
necesitamos.
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evitar recargar la nomenclatura, y por otra, porque geométricamente
tendŕıa poco sentido utilizar κ−álgebras locales regulares no cerradas
para las derivaciones parciales respecto de un sistema de parámetros -el
cono tangente seŕıa demasiado excepcional. Además, como se verá en
la sección siguiente, esta propiedad es esencial para la prueba de la
henselianidad en los que denominaremos anillos de Weierstrass gran-
des. En esta parte utilizamos la estructura diferencial de los anillos de
Weierstrass para los teoremas clásicos de parametrización local, etc....
Primero de todo, damos la definición general:

Definición 19. Un anillo O se llama de Weierstrass, si es un
cociente de un anillo de Weierstrass regular por un ideal

Ejemplo 20. Cualquier anillo local de una variedad anaĺıtica, los
cocientes del anillo de series de potencias formales (anillos de varie-
dades algebroides), los cocientes de anillos de tipo Gevrey... son todos
anillos de Weierstrass.

En la sección anterior vimos que la noción de sistema de parámetros
para un anillo de Weierstrass regular coincide con la clásica. A partir
de ahora, si O es de Weierstrass y regular, un sistema de coordenadas
de O será un sistema de parámetros.

Para fijar ideas, en esta sección, O denotará siempre un anillo de
Weierstrass regular y m su ideal maximal; fijado un sistema de coorde-
nadas de O, digamos (x1, . . . , xn), denotaremos Oxr al anillo

Oxr = O ∩ κ[[x1, . . . , xr]].

Sea I un ideal de O. Definimos, siguiendo [24],

Definición 21. Un sistema de coordenadas casi-regular para I es
un sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) de O tal que existe un r ∈
{0, . . . , n} que cumple las tres propiedades siguientes

1. I ∩ Oxr = {0}.
2. O/I es una extensión entera de Oxr .
3. O/I está generado como Oxr−álgebra por las clases de los ele-

mentos xr+1, . . . , xn módulo I.

Para ideales primos, definimos

Definición 22. Si I es un ideal primo, diremos que un sistema de
coordenadas casi-regular para I es regular si el cuerpo de fracciones de
O/I está generado por la clase de xr+1 módulo I sobre el cuerpo de
fracciones de Oxr .

Sea S = (x1, . . . , xn) un sistema de coordenadas deO. Sea I un ideal
de O. Denotaremos por dS(I) a la dimensión del siguiente κ−espacio
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vectorial:

dS(I) = dim

(〈(
∂f

∂x1

(0), . . . ,
∂f

∂xn
(0)

)
∈ κn : f ∈ I

〉)
.

Lema 23. El número dS(I) es independiente del sistema de coor-
denadas S.

Demostración. Es consecuencia directa de la regla de la cade-
na. Obsérvese que aqúı es imprescindible que O sea cerrado para las
derivadas parciales. �

Por tanto, podemos dar la siguiente definición:

Definición 24. Dado un ideal I de O y un sistema de coordenadas
de O,

d(I) = dS(I)

Definición 25. Un ideal I de O se dice regular si existe un sistema
de generadores de I de cardinal d(I).

Dejamos al lector la demostración del siguiente resultado técnico:

Lema 26. De todo sistema de generadores de un ideal I, propio y
regular, de O se puede extraer un subsistema de generadores de cardinal
d(I). Además, si d(I) = n, entonces I = m.

Teorema 27. [De existencia de series impĺıcitas] Sean m,n dos
naturales mayores o iguales que 1. Sea O un anillo regular de Weiers-
trass de dimensión n + m y sea (x1, . . . , xn, z1, . . . , zm) un sistema de
coordenadas. Sean f1, . . . , fn ∈ O tales que

fj(0) = 0, det

(
∂fj
∂xi

(0)

)
ij

6= 0.

Entonces, existen ξ1, . . . , ξn ∈ Ozm tales que

fj(ξ1, . . . , ξn, z) = 0 para j = 1, . . . , n.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1, el resultado es
consecuencia de la propiedad de Weierstrass. Supongamos que n > 1.
Como el orden de los xi no influye, podemos suponer que ∂fn

∂xn
(0) 6= 0.

Por el teorema de división,

fn(x, z) = u(x, z)(xn − ξ(x1, . . . , xn−1, z))
fj(x, z) = qj(x, z)fn(x, z) + rj(x1, . . . , xn−1, z), j = 1, . . . , n− 1

con ξ, rj ∈ Ox,zn+m−1 (el anillo O “sin la variable xn”). Tenemos, por
tanto, las siguientes igualdades:

a ∂fn

∂xn
(0) = u(0) 6= 0
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b
∂fj

∂xn
(0) = qj(0) ∂fn

∂xn
(0), para j = 1, . . . , n− 1

c
∂fj

∂xk
(0) = qj(0)∂fn

∂xk
(0) +

∂rj
∂xk

(0), para k, j = 1, . . . , n− 1.

De donde

det

(
∂fi
∂xj

(0)

)
= det


∂r1
∂x1

. . . ∂r1
∂xn−1

0
... . . .

...
...

∂rn−1

∂x1
. . . ∂rn−1

∂xn−1
0

∂fn

∂x1
. . . ∂fn

∂xn−1

∂fn

∂xn

 (0)

por lo que la matriz formada por las n − 1 primeras filas y columnas
es invertible. Por inducción, existen ξ1, . . . , ξn−1 ∈ Ozm tales que

rj(ξ1, . . . , ξn−1, z) = 0, para j = 1, . . . , n− 1.

La demostración termina tomando ξn = ξ(ξ1, . . . , ξn−1, z), que está en
Ozm por la propiedad de sustitución. �

La existencia de sistemas de parámetros regulares y casi-regulares
está asegurada por el siguiente

Teorema 28 (De parametrización local). Sea I un ideal de O, que
suponemos que es un anillo de Weierstrass regular. Entonces existe
un sistema de coordenadas de O casi-regular para I. Además, si I es
primo, existe un sistema de coordenadas regular.

Demostración. Sea f un elemento de I, que suponemos diferente
de 0 (y que no es unidad, pues en este caso el ideal seŕıa O y el resultado
es cierto). Podemos suponer, además, que f es regular en xn. Por la
propiedad de Weierstrass, existen u y P , que son respectivamente, una
unidad de O y un polinomio de Weierstrass de O en xn, tales que
f = uP . Sea I ′ el contráıdo de I al anillo Oxn−1. Por inducción, existe
un sistema de coordenadas casi-regular para I ′ en Oxn−1; es decir, un
sistema de coordenadas (y1, . . . , yn−1) de Oxn−1 y un r ≤ n − 1 tales
que I ′ ∩ Oyr = {0}, el anillo Oyr/I ′ es una extensión entera de Oyr
y Oyr/I ′ está generado como Oyr−álgebra por las clases módulo I ′ de
yr+1, . . . , yn.

Tomando el sistema de coordenadas (y1, . . . , yn−1, xn) (y abusando
de la notación), es

I ∩ Oyr = I ′ ∩ Oyr = {0}.
Sea g un elemento de O. Dividiendo entre P , obtenemos

g = qP +
d∑
i=1

rix
i
n
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donde los ri están en Oyr . De donde la clase de g módulo I cumple la
ecuación siguiente:

g =
d∑
i=1

rix
i
n,

de donde g ∈ Oyr [xn].
La ecuación P (xn) = 0 es una ecuación de dependencia entera para

xn; por tanto, utilizando la hipótesis de inducción y la transitividad de
la dependencia entera, concluimos que la extensión

Oyr � O/I = (Oyn−1/I
′)[xn]

es entera. Además,

O/I = Oyr [yr+1, . . . , yn−1, xn] = Oyr [xr+1, . . . , xn].

Si el ideal I es primo, la extensión de cuerpos Oyr/mr � (O/I)/m es
algebraica y, por el teorema del elemento primitivo, monógena. Lla-
mamos a los generadores del sistema casi-regular (x1 . . . , xn), para no
cargar la notación. Sea c = λr+1xr+1+ · · ·+λnxn un generador de la ex-
tensión de cuerpos anterior. Podemos suponer, sin perder generalidad,
que λr+1 6= 0. El sistema (x1, . . . , xn) es regular para I. �

Corolario 29. Dado un anillo de Weierstrass O/I, existe un ani-
llo de Weierstrass regular O′ tal que el cuerpo de fracciones Fr(O/I)
es una extensión algebraica finita de O′(0).

3.1. Anillos de Weierstrass grandes. El lector habrá notado
que no hemos demostrado el teorema de la función inversa. Esto se
debe a que se requiere una condición adicional sobre los anillos de
Weierstrass, que satisfacen todos los ejemplos que conocemos (series
convergentes, formales, Gevrey) pero que no hemos sido capaces de
verificar en general. Enunciamos la siguiente

Conjetura: Si O es un anillo de Weierstrass regular y z1, . . . , zn es
un conjunto de variables sobre O y A es el mı́nimo anillo de Weierstrass
de Ô[[z1, . . . , zn]] que contiene a O y a las zi, entonces A ∩ Ô = O.

Puesto que desconocemos hasta la fecha si el enunciado es cierto,
llamaremos anillos de Weierstrass grandes a los anillos de Weierstrass
-según nuestra definición- que cumplan la condición de la conjetura.

Teorema 30. Los anillos de Weierstrass grandes son henselianos.
Además, cualquier sistema de ecuaciones polinómica sobre un anillo de
Weierstrass grande que tenga solución en el completado, tiene solución
en el anillo.
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Demostración. Se trata de demostrar que si F (z) es un polino-
mio de O[z] que descompone de la siguiente manera

F (0; z) =

p∏
j=1

(z − σj)rj

con σj ∈ κ, entonces existen fj ∈ O[z] tales que

1 F (z) =
∏p

j=1 fj(z),

2 fj(0; z) = (z − σj)rj , para j = 1 . . . p.

Procedemos por inducción. El caso de grado 0 es vaćıo. Supongamos,
por tanto, que el resultado es cierto para todo natural k < r. Tomemos
G(z) = F (z + σ1).

Este elemento es regular en z de orden r1 en el anillo O[[z]]. Por
construcción, G está en el menor anillo de Weierstrass que contiene a O
y a la variable z. Por tanto, G(z) = u(z)G?(z) donde u(0) 6= 0 y G?(z)
es un polinomio de Weierstrass en O[[z]] en la variable z, de grado
r = r1 + · · ·+ rp y cuyos coeficientes pertenecen a O, por hipótesis.

Sean ahora P (z) = u(z−σ1) y Q(z) = G?(z−σ1). Como Q(0; z) =
(z − σ1)

r1 , la serie P (z) ∈ O[[z]] es regular de orden r − r1 en z. Apli-
cando de nuevo el enunciado de la conjetura, obtenemos que P (z) =
v(z)H(z), donde H(z) es un polinomio de Weierstrass de grado r − r1
con coeficientes en O y v(z) una unidad. Por inducción, H(z) descom-
pone en producto de polinomios Fj(z) que cumplen la propiedad pedida
para σj, j = 2, . . . , r. Tomando F1(z) = P (z), se termina.

La demostración de que cualquier sistema de ecuaciones polinómi-
cas con solución en el completado, tiene solución en el anillo es conse-
cuencia directa de la proposición siguiente -que se puede aplicar porque
ya hemos visto que son excelentes. �

Proposición 31. [[43]] Sea A un anillo semilocal, excelente, que
contiene a los números racionales. Sea I su ideal de Jacobson. Sea
Ah = (A, I)h la henselianización del par (A, I) y sea Â la complección
I−ádica de A. Supongamos que el sistema de polinomios con coeficien-
tes en A siguiente 

g1(y1, . . . , yn) = 0
...

gs(y1, . . . , yn) = 0

tiene una solución ŷ1, . . . , ŷn en Â. Entonces existen y1, . . . , yn ∈ Ah

que son solución del sistema.
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Nota 32. En general, no hemos sido capaces de demostrar el Teore-
ma 30 sin la condición de grandeza, aunque los ejemplos usuales (series
formales, convergentes y Gevrey) son todos ellos henselianos.

Para estos anillos, como ya dijimos, se tiene el teorema de la función
inversa:

Teorema 33. Si un anillo de Weierstrass O es grande, entonces
cumple las condiciones del teorema de la función inversa: cualquier
endomorfismo de O cuyo jacobiano tenga determinante no nulo, es un
isomorfismo

Demostración. Supongamos, para fijar la notación, que el anillo
O es de dimensión n y que (z1, . . . , zn) es un sistema de coordenadas.
Sea (y1, . . . , yn) un sistema de n variables sobre O y escribamos el
morfismo como:

ϕ(z1) = w1, . . . , ϕ(zn) = wn.

Sea Õ el menor anillo de Weierstrass que contiene a O y a las variables
(y1, . . . , yn). Consideremos las series

gj(z, . . . ,y) = wj − yj, para j = 1 . . . n.

El determinante

det

(
∂wi
∂zj

)
es distinto de 0. Por el teorema de las funciones impĺıcitas, existen
ξ1, . . . , ξn ∈ Õ que verifican

fj(ξ1, . . . , ξn) = wj.

Basta tomar ahora el morfismo ϕ−1:

ϕ−1(zj) = ξj,

que es el inverso de ϕ. �

Resultados análogos a los obtenidos en esta sección, para anillos
cerrados para derivación pueden verse en [32]. Bastante de los resultado
presentados en esa referencia se aplican a los anillos de Weierstrass:
acerca de la propiedad jacobiana débil, especialmente. No los hemos
incluido, pues su naturaleza algebraica se escapa de los objetivos de
esta memoria.
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3.2. Anillos de Weierstrass según Nagata. Nagata, en [37],
da la siguiente definición de Anillo de Weierstrass (pg. 190):

Definición 34. Un anillo O es de Weierstrass si es un anillo hen-
seliano, pseudo-geométrico y tal que para todo ideal primo p de O, el
anillo O/p es una extensión entera de un anillo local y regular.

La condición de ser pseudo-geométrico consiste en que O sea un
anillo noetheriano y tal que para cualquier ideal primo p, el cociente
O/p satisface la siguiente condición: si O/p→ Õ es un morfismo entero
de anillos ı́ntegros, entonces son equivalentes:

El cuerpo de fracciones Õ0 es finito sobre (O/p)0.
El morfismo O → Õ es finito.

(Condición que Nagata denomina “de finitud para las extensiones en-
teras”).

Tenemos el siguiente

Teorema 35. Sea κ el cuerpo complejo. Sea O una κ−álgebra
aceptable ı́ntegra. Si O es de Weierstrass según la definición de Nagata,
entonces es de Weierstrass.

Demostración. Por satisfacer las condiciones de Nagata, O es
anaĺıticamente irreducible. Como, además, es de caracteŕıstica 0, es for-
malmente jacobiano, según el mismo razonamiento que en 16. Además,
es excelente por el Lema 18. Puesto que, entre las hipótesis de Naga-
ta figura la henselianidad, podemos aplicarle la Proposición 31 como
sigue: sea (x1, . . . , xn) un sistema de parámetros (abusando de nomen-
clatura) de O. Sea f ∈ O un elemento regular en xn de orden r. Hemos
de probar que existen u, a0, . . . , ar−1 ∈ O tales que

f = u(xrn + ar−1x
r−1
n + · · ·+ a0)

donde u es una unidad y los ai son elementos de O cuyas imágenes en Ô
son series de potencias en las variables (x1, . . . , xn−1). La ecuación (3.2)
es una ecuación polinómica en (u, a0, . . . , ar−1), que admite solución en

Ô -es la expresión de f en Ô como polinomio de Weierstrass por una
unidad. Por la proposición 31, admite al menos una solución enO. Pero,
puesto que la escritura de una serie de potencias en la forma de Weiers-
trass es única, la solución en O debe ser la misma (u, a0, . . . , ar−1) y
por tanto, f se puede escribir de la manera pedida. �

Por el teorema de parametrización local y, puesto que los anillos
de Weierstrass regulares grandes son henselianos, se tiene el rećıproco
para este tipo de anillos:
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Corolario 36. Un anillo de Weierstrass regular grande es un ani-
llo de Weierstrass según Nagata.

Demostración. La condición de henselianidad ya está demostra-
da. Para ver que es pseudo-geométrico, basta utilizar el teorema de
parametrización local para los cocientes O/p, donde p es un ideal pri-
mo de O. �

4. La categoŕıa de los anillos de Weierstrass

Vamos a construir a continuación la categoŕıa en la que se va a des-
arrollar todo nuestro estudio de las derivaciones y de las valoraciones de
L’Hôpital. Nos interesará especialmente la definición del explotado de
un anillo de Weierstrass según una dirección: sobre todo para justificar
la utilización constante de desarrollos en series de potencias formales.

4.1. Objetos y morfismos. Recordamos que un anillo de Weiers-
trass es cualquier anillo que es cociente de un anillo de Weierstrass re-
gular, y que éstos son aquellas κ−álgebras que admiten la propiedad
de “preparación”, con alguna condición técnica más.

Definición 37. Sean A y B dos anillos de Weierstrass regulares.
Diremos que B admite morfismos desde A si para cualquier sistema
de parámetros (x1, . . . , xn) de A y cualquier familia (b1, . . . , bn) ∈ mB,

existe un morfismo de κ−álgebras A
η→ B tal que η(xi) = bi y que es

continuo para las topoloǵıas m−ádicas en A y B. Los morfismos
de este tipo se llamarán morfismo de anillos de Weierstrass regulares.

Ejemplo 38. Hay anillos de Weierstrass que no admiten morfis-
mos desde otro anillo de Weierstrass. Tomemos A = C[[t]] y B = C{u}
los anillos de series de potencias convergentes y formales, respectiva-
mente, en una variable. Sea x = t el generador del maximal de A y
b = u el de B. No existen aplicaciones continuas (para las topoloǵıas
m−ádicas) que env́ıen x en b, pues necesariamente la imagen de una
serie divergente debeŕıa ser divergente.

Definición 39. Un morfismo de anillos de Weierstrass de A = O/I
a B = O′/J (donde O y O′ son anillos de Weierstrass regulares) es un
cociente de un morfismo de anillos de Weierstrass regulares entre O y
O′

Ejemplo 40. Cualquier anillo de Weierstrass admite morfismos
desde śı mismo. Esto es una consecuencia de la propiedad de sustitución
impuesta sobre este tipo de anillos.
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Tenemos, pues, definida la categoŕıa de los anillos de Weierstrass
sobre un cuerpo κ: los objetos son todos los anillos de Weierstrass y los
morfismos son los morfismos de anillos de Weierstrass. Como siempre,
un isomorfismo de anillos de Weierstrass es un morfismo que admite
inverso.

4.2. La explosión local de anillos de Weierstrass. Tradicio-
nalmente, como consecuencia del interés de los morfismos birracionales,
la explosión se ha considerado siempre una transformación de la varie-
dad algebraica definida por un anillo. Además, si se trabaja con κ−álge-
bras finito generadas regulares, la localización algebraica del morfismo
de explosión produce un isomorfismo entre los anillos locales de la va-
riedad regular original y la explotada. Es sencillo comprobar que esto
no ocurre con, por ejemplo, variedades anaĺıticas regulares. En esta
situación, cualquier transformación cuadrática produce una variedad
algebraicamente birracional a la de partida: es decir, el morfismo in-
duce un isomorfismo entre los cuerpos de fracciones algebraicas. Pero
en esta nueva variedad, la localización algebraica no produce un anillo
isomorfo al de partida. Aunque a efectos prácticos esto no es incon-
veniente, pensamos que una definición intŕınseca de explosión local es
necesaria para conservar la naturaleza de los objetos que se estudian.
Es lo que pretendemos hacer en esta parte de la memoria.

Trabajaremos desde el principio con “variedades regulares con un
divisor con cruzamientos normales distinguido” -lo correspondiente al
divisor excepcional-, teniendo en cuenta que el ideal total se puede
entender como un ideal de una subvariedad vaćıa y, por tanto, con
cruzamientos normales. Comenzamos con las definiciones:

Definición 41. Un divisor con cruzamientos normales en un anillo
de Weierstrass regular A es un ideal principal de A generado por un
elemento f de la forma

f =
∏
i∈J

xi,

con J ⊂ {1, . . . , n} y (x1, . . . , xn) un sistema regular de parámetros de
A. Si A es un anillo de Weierstrass regular e I es un divisor en A con
cruzamientos normales, llamaremos anillo de Weierstrass regular con
divisor al par (A, I).

Para no cargar la escritura, siempre que no haya confusión, habla-
remos de anillos con divisor, sin mencionar el que sean de Weierstrass
regulares.
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Definición 42. Un morfismo de anillos con divisor es un morfismo
de anillos de Weierstrass regulares (no se imponen condiciones sobre
el comportamiento del divisor).

Sea (A, I) un anillo con divisor y m el ideal maximal de A. Fije-
mos un ideal J regular de A y sea (x1, . . . , xr) un sistema regular de
parámetros para J -que sabemos que existe. Extendamos este sistema a
un sistema de coordenadas de A, pongamos (x1, . . . , xn). Identificamos
de la manera usual el espacio tangente a A -en el punto definido por el
maximal- con el κ−espacio vectorial κx1⊕ · · · ⊕ κxn, y el cono normal
a J con el proyectivizado del espacio vectorial κx1⊕ · · · ⊕ κxr: es decir
PJ = P(κx1 ⊕ · · · ⊕ κxr). Sea P un punto de PJ , que en coordenadas
proyectivas [x1 : · · · : xr] se escribe [p1 : · · · : pr]. Con estas notaciones,
damos la siguiente

Definición 43. Se dirá que un morfismo de anillos con divisor

(A, I)
η→ (B, I ′) es una explosión de (A, I) con centro J en la dirección

P si cumple las cuatro propiedades siguientes

1. η(J)B es un divisor de B.
2. I ′ = η(J)η(I)B (el divisor de B es la unión de las contraimáge-

nes de J e I).
3. Existe k ∈ {1, . . . , r} tal que η(pkxi − pixk) ∈ m2

B, para i =
1 . . . r, donde mB es el ideal maximal de B.

4. Si (A, I)
ρ→ (C, I ′′) cumple las tres propiedades anteriores, en-

tonces existe (B, I ′)
ϕ→ (C, I ′′) morfismo de anillos con divisor

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

(B, I ′) (C, I ′′)-
ϕ

ρ
@

@
@

@@R

(A, I)

?

η

y B admite morfismos desde A.

Como se ve, la definición es “categorial”: se exige que el objeto
cumpla una propiedad universal. A continuación construimos una ex-
plosión local, con lo que quedará probada la existencia. La unicidad es
consecuencia de la propiedad universal.

Teorema 44. En las condiciones impuestas arriba para A, I y J ,
supongamos que el punto P cumple que p1 6= 0. Sean B = A, η el
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morfismo siguiente:

A
η→ B

x1

x2
...

xr
xr+1

...
xn

7→

x1

x1(x2 + p2
p1

)
...
x1(xr + pr

p1
)

xr+1
...
xn

y sea I ′ = η(I)η(J)B. Entonces el par (B, I ′) es una explosión local de
(A, I) con centro J en la dirección P .

Demostración. Lo primero que hacemos notar es que η está bien
definida por la propiedad de “sustitución” de la Definición 4. Por cons-
trucción, η cumple las tres primeras propiedades. Para comprobar la
cuarta, supongamos que η̃ : (A, I) → (C, I ′′) es otro morfismo que
cumple 1, 2 y 3. Cambiando de nombre (si es necesario) a los genera-
dores de los ideales maximales de C y de A, se puede suponer que el
k de la tercera condición es 1 en ambos casos. También podemos su-
poner que J = (x1, . . . , xr). La condición 1 junto con la 3 obliga a que
η̃(xi) = η̃(x1)(ui + pi/p1), donde ui ∈ mX . Basta ahora tomar el mor-
fismo de A en C dado por ϕ(xi) = ui para i = 1, . . . , r y ϕ(xj) = η̃(xj)
para j > r, que existe porque se supone que C admite morfismos desde
A. �

El siguiente resultado es claro:

Proposición 45. Sean (A, I), J, P como antes y sea B el anillo
obtenido por localización algebraica en el punto P del divisor excep-
cional de la explosión -como esquema- de A a lo largo de J . Si ρ el
el morfismo de localización de A a B, entonces se tiene un diagrama
conmutativo

B A-
ϕ

η
@

@
@

@@R

A

?

ρ

donde ϕ es un morfismo local e inyectivo.

La idea es que la localización algebraica no saca partido de las
propiedades “intŕınsecas” de A como anillo de series de potencias.
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Nota sobre los morfismos birracionales. Hay una diferencia
importante entre la explosión local que acabamos de construir y el
localizado algebraico de la explosión usual. Si η : A→ Bm es la locali-
zación algebraica de la explosión usual en un punto cerrado del divisor
excepcional, entonces el morfismo η : A(0) → (Bm)(0) inducido entre
los cuerpos de fracciones, es un isomorfismo de cuerpos (por ser la ex-
plosión usual un morfismo birracional). Sin embargo, la explosión local
de anillos de Weierstrass regulares π : A → A induce un morfismo
de cuerpos π : A(0) → A(0) que no es sobreyectivo. Geométricamente
esto refleja el hecho de que una función holomorfa en un entorno de
un punto del divisor excepcional no se proyecta, por el morfismo de
explosión, en una función holomorfa en un entorno del punto que se
explota. Por tanto, a la hora de trabajar con el explotado local de un
anillo de Weierstrass, hay que tener en cuenta que “no todas las fun-
ciones del explotado son funciones en el anillo de partida”. Por esto,
en el caṕıtulo siguiente todos los razonamientos que implican cambios
de coordenadas tras un número finito de explosiones se realizan con
cambios polinómicos, que se trasladan a morfismos en el anillo original.
Del mismo modo, una derivación de un anillo de Weierstrass puede
extenderse sin dificultad al explotado local, pero nunca vamos a hacer
uso de esta extensión, puesto que el cuerpo en el que vamos a trabajar
es siempre el cuerpo de fracciones “antes de explotar”: como mucho, lo
entenderemos sumergido en el cuerpo de fracciones del anillo explota-
do, para escribir sus elementos como cocientes de series de potencias
en las coordenadas locales de la explosión.



CAṔıTULO 2

Valoraciones en dimensión 2

Presentamos a continuación la teoŕıa general de las valoraciones de
L’Hôpital y su clasificación en el caso de derivaciones de C−álgebras
de Weierstrass regulares de dimensión 2.

1. Valoraciones de L’Hôpital

El desarrollo que vamos a hacer de la teoŕıa general es bastante
sucinto, puesto que estamos interesados, sobre todo, en los resultados
concernientes a campos de vectores sobre un anillo de Weierstrass. No
haremos, a diferencia de [41] un estudio sobre la extensión de valoracio-
nes/derivaciones al cierre algebraico ni sobre la estabilidad de la propie-
dad de L’Hôpital por extensión de escalares. Trabajamos, por tanto, en
caracteŕıstica nula, aunque pensamos que la aplicación de estas técni-
cas a problemas de caracteŕıstica positiva puede ayudar a comprender
la estructura de los campos de vectores en variedades “aritméticas”.
Comenzamos con la notación imprescindible.

Partimos de un cuerpo κ de caracteŕıstica cero (el cuerpo base) y de
O, que es una κ−álgebra local ı́ntegra, a cuyo maximal denotaremos
por m y cuyo cuerpo de fracciones seráM.

Definición 46. Denotaremos Derm
κ (O) al O−módulo de las deri-

vaciones de O en śı mismo continuas para la topoloǵıa m−ádica y nulas
en κ:

Derm
κ (O) =

{
∂ : O → O :

∂ continua para la topoloǵıa m− ádica
y ∂κ = 0

}
.

Cuando O sea ı́ntegro yM denote su cuerpo de fracciones, llamaremos
Derm

κ (M) alM−espacio vectorial de las derivaciones deM enM que
anulan κ y son continuas para la topoloǵıa m−ádica en M.

Es elemental comprobar que dicho módulo es libre de rango n
cuando O es un anillo noetheriano local, regular e ı́ntegro -por tanto,
Derm

κ (M) es un M−espacio vectorial de dimensión n. Más concreta-
mente, si O es un anillo noetheriano local, regular, ı́ntegro y cerrado
por derivación parcial respecto de un sistema de generadores de su

21
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ideal maximal, entonces el módulo Derm
κ (O) está generado por dichas

derivaciones parciales respecto de un sistema de generadores.

Definición 47. Dado un anillo ı́ntegro O, local, el espacio de las
distribuciones (o foliaciones) por curvas en Spec(O) será el cociente
de Derm

κ (M) menos la derivación nula, por la relación de equivalencia
dada por las homotecias:

Dκ(Spec(O)) = Derm
κ (M− 0)/ '

donde ∂ ' ∂′ si y sólo si existe un f ∈M no nulo, tal que ∂ = f∂′.

Para no cargar la notación, dado un elemento ∂ ∈ Dκ(Spec(O)),
fijaremos siempre un representante suyo (al que denotaremos con la
misma letra ∂) tal que ∂O ⊂ O, que siempre existe y cuando tomemos
un elemento a ∈ M y escribamos ∂a, estaremos haciendo uso de ese
representante. Del mismo modo, utilizaremos los nombres “foliación
por curvas” y “derivación” como sinónimos, salvo que el contexto nos
exija distinguirlos.

En general, es habitual trabajar con espacios de 1−formas a hacerlo
con derivaciones, por las sucesiones exactas, la functorialidad de los
objetos, etc... En toda la memoria haremos uso de la dualidad existente
entre estos dos tipos de objetos.

Definición 48. Llamaremos módulo de 1−formas m−continuas de
O sobre κ al O−módulo

Ωm
κ (O) = Hom(Derm

κ (O),O),

que es un O−módulo finito generado si O es noetheriano.

Análogamente, Ωm
κ indicará el dual de Derm

κ (M). Cuando O es
noetheriano, dada una 1−forma racional ω ∈ Ωm

κ (M), siempre exis-
te un múltiplo suyo fω, con f ∈ O, que restringe a un elemento de
Ωm
κ (O). Dada una distribución por curvas [∂] ∈ Dκ(Spec(O)), llamare-

mos módulo de diferenciales dual de [∂] al submódulo M [∂] ⊂ Ωm
κ (M)

de las 1−formas que anulan a ∂. Cuando el anillo O sea noetheriano y
DFU, cada vez que tomemos un elemento de M [∂], supondremos que
sus coeficientes están en O y que no tienen factores comunes. Dado un
morfismo ρ : O′ → O, el módulo de 1−formas M [∂] tiene un trasladado
natural a O′, que es ρ?(M [∂]). Si el morfismo es birracional, entonces
ρ?M [∂] es, de hecho, el módulo de diferenciales duales de una distri-
bución [∂′] de O′. Cuando hablemos del transformado estricto de una
distribución (o de una derivación), nos referiremos a ésta.

A partir de ahora, todas las referencias a 1−formas que hagamos
se atendrán al convenio del párrafo anterior. Obviaremos también to-
da referencia a la dualidad, etc... por ser bien conocida. En el caso de
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dim(O) = 2, trabajaremos indistintamente con 1−formas y con deri-
vaciones.

Recordamos que una valoración ν de un cuerpo M se dice que
está centrada en un anillo local O ⊂M, de maximal m, si se tiene que
ν(O) ≥ 0 y que ν(m) > 0. La definición que sigue es una generalización
de la que puede verse en [41]:

Definición 49. Sean O una κ−álgebra local de ideal maximal m
y M su cuerpo de fracciones. Sea ∂ ∈ Dκ(Spec(O)) una foliación por
curvas -una derivación-. Supongamos que ν es una valoración de M
centrada en O y tal que ν es nula en κ. Se dice que ν es de L’Hôpital
para ∂ si se cumplen las siguientes condiciones equivalentes:

1. Dados a, b ∈ M∗ con ν(a) ≥ ν(b) > 0 y tal que ∂b 6= 0, se
tiene que

ν

(
a

b
− ∂a

∂b

)
> 0

2. Dados a, b ∈ M∗ con 0 > ν(a) ≥ ν(b) y tal que ∂b 6= 0, se
tiene que

ν

(
a

b
− ∂a

∂b

)
> 0

3. Dados a, b ∈ M tales que ν(a) ≥ 0, ν(b) > 0, b 6= 0 y tal que
∂b 6= 0, se tiene que

ν

(
∂ab

∂b

)
> 0

4. Dados a, b ∈M tales que ν(a) ≥ 0, ν(b) < 0 y tal que ∂a 6= 0,
se tiene que

ν

(
∂ab

∂b

)
> 0

Nótese que al aparecer la derivación en los numeradores y denomina-
dores, las condiciones no dependen del representante de ∂ escogido.

El siguiente resultado establece que cualquier foliación por curvas,
sin integral primera, se extiende al cierre algebraico como una folia-
ción sin integral primera -no enunciamos el teorema de extensión de
derivaciones al cierre algebraico por ser bien conocido-:

Teorema 50. Sea κ → M una extensión de cuerpos de carac-
teŕıstica 0, dondeM es el cuerpo de fracciones de una κ−álgebra local
ı́ntegra O. Sea O → O′ una O−álgebra local que domine a O y tal que
su cuerpo de fracciones M′ sea algebraico sobre M. Sea κ′ el cierre
algebraico de κ en M, que suponemos está incluido en O′. Sea ∂ una
foliación de Dκ(Spec(O)) y sea ∂′ su extensión (única) aM′. Entonces
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∂′ es una foliación por curvas en Spec(O′), sin integral primera, sobre
κ′.

Demostración. Cualquier representante de ∂ extiende de manera
única a M′, por ser éste algebraico sobre M. Hemos de probar que si
f ∈M′ tiene derivada 0, entonces es algebraico sobre κ.

Sea, por tanto, f ∈M′ con ∂′f = 0. Sea Pm(t) = tm + am−1t
m−1 +

· · · + a0 el polinomio mı́nimo de f sobre M, que suponemos de grado
m. Tomamos un representante cualquiera de ∂′. Se tiene:

∂′f ·Q(f) + ∂′am−1f
m−1 + · · ·+ ∂′a1f + ∂′a0 = 0.

Si ∂′f = 0, entonces es

R(f) := ∂′am−1f
m−1 + · · ·+ ∂′a1f + ∂′a0 = 0

y ∂′ai = ∂ai ∈ M. Pero R(t) es un polinomio con coeficientes en M,
de grado m−1 o nulo. Como Pm(t) era el polinomio mı́nimo de f , debe
ser R(t) = 0, de donde se deduce que los ai están en κ, porque ∂ no
tiene integral primer y, por tanto, f debe estar en κ′, como queŕıamos
probar. �

Como aplicación de este teorema, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 51. Sea X un campo de vectores anaĺıtico en un en-
torno del origen de Rn. Si X no tiene integral primera meromorfa real,
entonces su complexificado tampoco tiene integral primera meromorfa.

Demostración. Tómese en el teorema anterior, κ = R,O =
R{x1, . . . , xn},M el cuerpo de funciones meromorfas reales en un entor-
no del origen y κ′ = C,O′ = C{x1, . . . , xn},M′ las funciones complejas
meromorfas en un entorno de 0. �

Lema 52. Sea O una κ−álgebra local ı́ntegra y M su cuerpo de
fracciones. Sean ∂ ∈ Dκ(Spec(O)) y sea ν una valoración centrada en
O. Entonces:

a) Si ν es de L’Hôpital para ∂, y a, b ∈ M son elementos no
constantes (es decir, que ∂a 6= 0 6= ∂b), con ν(a) 6= 0 6= ν(b),
entonces

(*) ν(a) ≥ ν(b)⇔ ν(∂a) ≥ ν(∂b)

b) Si Oν = κ+ mν (donde mν es el maximal de Oν), entonces la
condición (∗) implica que la valoración es de L’Hôpital para
∂.
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No incluimos la demostración por ser puramente técnica. El lector
interesado la puede consultar en [41].

Del anterior resultado se deduce que el conjunto

{ν
(
∂a

a

)
: ∂a 6= 0}

está acotado superiormente. Este resultado es el complementario de la
propiedad que Kolchin utiliza para definir valoraciones diferenciales. Él
las define como aquéllas valoraciones ν sobre un cuerpo diferencial K,
que son de rango 1 -es decir, cuyo grupo de valores es un subgrupo de
R- y para las que existe M ∈ R con

ν

(
∂a

a

)
> M,

para todo a ∈M. Esta propiedad es, de hecho, la definición de deriva-
ción continua (ver la introducción) respecto de ν. Presentamos breve-
mente su relación con nuestro tema de trabajo.

1.1. Relación entre valoraciones de L’Hôpital y derivacio-
nes continuas. La conexión entre el concepto de valoración de L’Hô-
pital y de derivación continua respecto de una valoración viene dada
por el siguiente resultado, debido a Rosenlicht:

Teorema 53. [41] Sea ν una valoración sobre un cuerpo K, con
grupo de valores Γ y de rango racional finito: es decir, tal que la dimen-
sión del Q−espacio vectorial Γ⊗Q es finita. Si ν es de L’Hôpital para
una derivación ∂ no trivial, entonces ∂ es continua para la topoloǵıa
de M inducida por ν.

En el siguiente corolario, M denota el cuerpo de funciones mero-
morfas en un número finito de variables.

Corolario 54. Una valoración de M, de L’Hôpital y de rango
racional finito cuyas únicas constantes sean los números complejos, es
diferenciable en el sentido de Kolchin. (Y, por tanto, en el de Morrison)

Demostración del Teorema 53. Sea ψ la siguiente aplicación
de Γ∗ (el conjunto de los elementos no nulos de Γ) en Γ: sea α un
elemento del grupo de valores de ν, no nulo. Sea a ∈ M una función
de valor α cuya derivada no sea 0 -estas funciones existen porque su-
ponemos que la derivación no es trivial-. Por el Lema 52, la siguiente
aplicación está bien definida:

Γ∗
ψ→ Γ

α 7→ ν(∂a
a

)
.



26 2. VALORACIONES EN DIMENSIÓN 2

Asumamos, por el momento, que se tiene lo siguiente:
Afirmación: La aplicación ψ cumple las siguientes propiedades:

i) Para α ∈ Γ∗ y n ∈ Z, es ψ(nα) = ψ(α),
ii) Para γ ∈ Γ, el conjunto {α ∈ Γ : α = 0 ó ψ(α) ≥ γ} es un

subgrupo de Γ.
iii) Para α, β ∈ Γ∗, es ψ(β) < ψ(α) + |α|, donde | | indica el valor

absoluto en Γ.

De esta afirmación se deduce que, si ν tiene rango racional finito, enton-
ces la imagen de ψ está formada, como mucho, por tantos elementos
como dicho rango. Aśı pues, el conjunto de posibles valores ν(∂a

a
) es

finito y, por tanto, acotado inferiormente. �

El corolario se sigue de que el conjunto ν(∂a/a) está acotado supe-
riormente, como ya dijimos.

Demostración de la afirmación. La primera propiedad es di-
recta: sea n ∈ Z y a ∈M con derivada no nula y tal que ν(a) = α. Se
tiene que ν(an) = nα. Calculando,

ψ(nα) = ν(
∂(an)

an
) = ν(

nan−1∂a

an
) = ν(

∂a

a
) = ψ(α).

Para demostrar ii), fijemos γ y tomemos α, β en ese conjunto. Veamos
si α+β está en dicho conjunto. Como antes, tomamos a y b enM tales
que ν(a) = α, ν(b) = β y sin derivada nula. Es

ψ(ν(a) + ν(b)) = ψ(ν(ab)) = ν(
∂(ab)

ab
) = ν(

∂a

a
+
∂b

b
) ≥ · · · ≥ γ.

Para probar iii), primero observemos que se puede suponer que α > 0,
porque ψ(α) = ψ(−α). Sean a, b ∈ M como antes. Por el Lema 52 es
ν((∂ab)/(∂b)) > 0. De donde

ψ(α) + |α| − ψ(β) = ν(
∂a

a
) + ν(a)− ν(∂b

b
) = ν(

∂ab

∂b
)

que es mayor que cero. �

En el caso infinito-dimensional, hay valoraciones de L’Hôpital para
las que la derivación no es continuas. Veámoslo con un ejemplo del
trabajo de Rosenlicht [41]: seaM el cuerpo de Hardy correspondiente
al “punto del infinito” del siguiente cuerpo:

R(x, exp(x), exp(exp(x)), . . . ),

dotado de la derivación usual. Es elemental comprobar que la valoración
asociada al lugar “ĺımite en el infinito”, es una valoración de L’Hôpital.
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Pero la condición de acotación inferior no se cumple. Para verlo, tómese
la sucesión de elementos a0 = 1/ex,a1 = 1/(ee

x
,. . . La sucesión

ν

(
∂an
an

)
no está acotada inferiormente.

Por último, hay derivaciones continuas para ciertas valoraciones
(incluso discretas) que no son de L’Hôpital, como muestra el ejemplo
siguiente:

Ejemplo 55. En el cuerpo de funciones racionales en dos variables,
C(x, y), considérese la derivación dada por{

∂x = 1/x
∂y = y2

y la valoración divisorial inducida por los valores ν(x) = ν(y) = 1 (la
valoración del orden en el ideal maximal, que es discreta). Es elemental
comprobar que, dado un polinomio f =

∑r
i+j=k aijx

iyj, se tiene la
acotación

ν

(
∂f

f

)
≥ −2,

y, aplicando la proposición 2.1 de [34], (que dice que una cota inferior
en un dominio es cota inferior en el cuerpo de fracciones) se deduce que
∂ es diferenciable en el sentido de Morrison para ν. Sin embargo, ν no es
de L’Hôpital para ∂: tómense, por ejemplo los polinomios a = x, b = y.
Se tiene que

ν

(
x

y
− ∂x

∂y

)
= ν

(
x2 − y
xy3

)
= −3 < 0.

1.2. Ejemplos de valoraciones de L’Hôpital.

Ejemplo 56. 1. Si κ = C yO = C{x}, sólo hay una foliación
por curvas en Spec(O), que corresponde a la derivación usual
(o cualquiera de sus múltiplos). La condición impuesta en 1.
y 2. es la expresión con valoraciones de la regla de L’Hôpital
clásica.

2. Sea C(z) el cuerpo de funciones racionales complejas de una
variable. Supongamos que f1, . . . , fn son un número finito de
funciones holomorfas en un abierto U de C que contiene a 0
en su adherencia y llamemos K a la extensión C(z, f1, . . . , fn).
Sea γ : [0, 1]→ U una curva anaĺıtica tal que γ(1) = 0. Supon-
gamos que, para todo producto finito g = fi1 . . . fik , el ĺımite
ĺımt→1(g(γ(t)) existe y es 0 ó ∞. Supongamos, además, que
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para cualesquiera productos g = fi1 . . . fik , h = fj1 . . . fjk tales
que ĺım(g(t)) = ĺım(h(t)) = 0, se tiene que

ĺım
t→1

g′h

h′
(γ(t)) = 0.

Entonces, la valoración de K asociada al lugar “ĺımite a lo lar-
go de γ”, es una valoración de L’Hôpital. (Pueden consultarse
los detalles en [41]).

“Este ejemplo, y un gran número de casos particu-
lares, le hacen creer a uno que la manera propia de
enfrentarse a la nunca bien definida noción clásica de
“singularidad de un sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias”, es mediante las valoraciones diferen-
ciales” [léase aqúı de L’Hôpital. ]

3. Más en concreto, consideremos la ecuación diferencial

dy

dx
= − y

x2
,

que tiene como solución la función y = e1/x, que es anaĺıtica
en un entorno punteado U del origen de C. Sea M el cuer-
po C{{z, e1/z}}. Sea γ0 un camino contenido en un subsector
estricto del semiplano Re(z) > 0 y γ1 otro en Re(z) < 0. Su-
pongamos que el extremo de ambos es 0 ∈ C. El cuerpo M
cumple las condiciones del ejemplo anterior para ambos cami-
nos. Por tanto, cada uno de ellos define un anillo de valoración
enM. Es elemental comprobar que ambos son distintos, pues-
to que el ĺımite de e1/t cuando t tiende a 1 (y, por tanto, z a
0) es 0 para γ0 e ∞ para γ1. Como el lector habrá visto, esta
diferencia se debe a la presencia de un fenómeno de Stokes pa-
ra la ecuación diferencial (3). Conjeturamos que, en general, si
una ecuación diferencial presenta n semirrectas de Stokes, en-
tonces existirán, en el cuerpo correspondiente, n valoraciones
de L’Hôpital diferentes, correspondientes cada una a uno de
los sectores en que las semirrectas dividen al plano complejo.

4. Sea M = C{{x, y}} y κ = C. Sea ω una 1−forma diferen-
cial anaĺıtica sin integral primera meromorfa, con la siguiente
condición: si M

π→ (C2, 0) es una reducción de singularidades
de ω y ω̃ denota su transformada estricta, entonces los puntos
singulares de ω̃ en la zona regular del divisor excepcional tie-
nen cociente de autovalores no racional. Veremos en el caṕıtulo
siguiente que una valoración ν centrada en C{x, y} de rango 1
es de L’Hôpital si y sólo si la sucesión de puntos infinitamente
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próximos que le corresponde define una separatriz formal de
ω. Si ν es de rango 2 (con grupo de valores Z2) y corresponde
a una rama anaĺıtica, entonces, como veremos también, ν es
de L’Hôpital si y sólo si esa rama es una separatriz de ω.

2. Tipos

Hemos introducido, en los caṕıtulos precedentes, la teoŕıa general
de valoraciones de L’Hôpital y la noción de Anillo de Weierstrass. Nos
disponemos a presentar, a continuación, un estudio detallado de estos
objetos cuando el anillo es una C−álgebra de dimensión 2.

Fijemos, por tanto, un anillo de Weierstrass regular A, que su-
pondremos es una C−álgebra local ı́ntegra de dimensión 2. Su ideal
maximal lo llamaremos m y (x, y) será un sistema de generadores de
m. El cuerpo de fracciones de A será M . Llamemos X = Spec(A) a
la superficie (germen de superficie) sobre C definida por A. El pun-
to correspondiente al maximal lo llamaremos, como es habitual, (0, 0).
Una vez fijado el sistema (x, y), podemos considerar A como un sub-
anillo del anillo de series de potencias formales en dos variables sobre
C. Como además, A es regular, el anillo de polinomios localizado en el
maximal, C[x, y](x,y) es un subanillo de A. Todos los resultados sobre
desingularización de curvas y reducción de singularidades de foliaciones
se aplican, servatis servandis, a los mismos objetos definidos sobre A.
Para una introducción a la Teoŕıa de valoraciones remitimos al lector
a [52]. Para el estudio más concreto del caso de superficies, se puede
consultar [18, 17].

Notamos, antes de entrar en materia propiamente, que todos los
resultados expuestos a continuación son trasladables, palabra por pa-
labra, al anillo de polinomios localizado en el origen. Y, como dijimos
en el caṕıtulo precedente, hacemos notar al lector que todos los cambios
de coordenadas que realizamos tras un número finito de explosiones son
polinómicos y, por tanto, se pueden considerar realizados en el cuerpo
de fracciones de partida.

Sea K? ν→ Γ una valoración de K centrada en A (recordamos que
esto significa que ν(A) ≥ 0, ν(m) > 0). Recordamos brevemente la
construcción del morfismo de explosión de X con centro (0, 0).

Sea A el álgebra graduada A = A ⊕ m ⊕ m2 ⊕ · · · . Tomemos Y =
Proj(A). Se tiene que:

i) Existe un morfismo propio de esquemas

Y π→ X
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cuya fibra en (0, 0) es isomorfa a la recta proyectiva compleja.
Esta fibra la denotaremos E y se le llamará la “recta excep-
cional de π”.

ii) π es birracional.
iii) Y está recubierta por dos cartas locales U1, U2, aśı:{

U1 = Spec(A[t])
U2 = Spec(A[u])

donde x = ty, y = ux y con la relación u = 1/t, en el abierto
V = U1 ∩ U2 = Spec(A[t](y,t)) ∩ Spec(A[u](x,u)).

Más gráficamente, la carta Ui tiene coordenadas globales (xi, yi) y el
morfismo π viene dado por las ecuaciones{

x = x1y1 y = y1 (en U1)
x = x2 y = x2y2 (en U2)

Lema 57. Con A y ν como antes, se cumple una y sólo una de las
afirmaciones siguientes:

1. ν es la valoración del orden en (x, y). Es decir, si Â es el
completado de A para la topoloǵıa m−ádica, entonces, dado
a ∈ A, se tiene que ν(a) = ordx,y(â), donde â es “el desarrollo

de a en serie de Taylor”, esto es, su imagen en Â, que, por las
hipótesis impuestas es isomorfo a C[[x, y]].

2. Hay un único punto p en E, cerrado en Y, tal que ν está cen-
trada en p. Es decir, que si B es el anillo local de Y en p y mp

es su maximal, entonces ν(B) ≥ 0 y ν(mp) > 0.

Nota 58. No hay que “trasladar”la valoración al cuerpo de frac-
ciones de Y, porque es el mismo que el de X , al ser ambas superficies
birracionales.

Demostración. La dividimos en dos partes:

i) Veamos que la primera posibilidad excluye la segunda. Por
simetŕıa, consideramos sólo una carta local, U1. Sea p ∈ U1

un punto de E cerrado en Y . Con las coordenadas locales que
hemos tomado, p corresponde a un ideal de la forma (x1−s, y1).
Pero ν(x1− s) = ν(x/y− s) = ν((x− sy)/y) = 1− 1 = 0 (por
ser ν el “orden”), de donde p no es un centro de ν. Ergo ν no
tiene ningún centro cerrado en E.

ii) Supongamos que ν no es la valoración del orden. Veamos que
existe un único punto proyectivo [r : s] tal que ν(rx + sy) >
ν(rx + sy) para [r : s] 6= [r : s]. La unicidad es clara. Veamos
la existencia por reducción al absurdo: es decir, ν(rx + sy) =
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ν(x) = ν(y) = γ para todo punto proyectivo [r : s]1. Tomemos
a ∈ A y llamemos â su serie asociada en (x, y), que escribimos

â =
∞∑

i,j>0

aijx
iyj.

(no tiene término independiente porque corresponde a una cur-
va formal que pasa por el origen). Por las propiedades de las

valoraciones, ν(xiyj) = (i+ j)γ, de donde ν extendida a Â es
la “valoración del ordenτ , por tanto, también lo es ν. Si [r : s]
es el único punto proyectivo que cumple la condición de arriba,
se comprueba fácilmente que representa el centro de ν en el
divisor excepcional.

�

Este lema nos permite estudiar las valoraciones como cadenas de
explosiones de anillos locales y regulares:

Corolario 59. Sea ν una valoración centrada en A. Se tiene una
-y sólo una- de las dos posibilidades siguientes:

i) Hay una única cadena finita de explosiones

Xn+1
πn→ Xn → · · ·

π1→ X1
π0→ X0 = X

tal que, si Ei+1 es la recta excepcional de πi y pi+1 ∈ Ei+1 es el
centro de la explosión πi+1, entonces ν está centrada en pi+1,
para todo i = −1 . . . n, y además, si (u, v) es un sistema de
parámetros para el centro pn+1 de ν en En+1, se tiene que ν
es la “valoración del orden.en (u, v). (Admitimos que n pueda
ser −1, en cuyo caso, la sucesión es vaćıa y ν es la valoración
del orden en (x, y), directamente).

ii) Hay una única cadena infinita de explosiones

· · · → Xn+1
πn→ Xn → · · ·

π1→ X1
π0→ X

tal que, si Ei+1 es la recta excepcional de πi y pi+1 ∈ Ei+1 es
el centro de la explosión πi+1, entonces ν está centrada en pi+1

para todo i.

En ambos casos, la cadena de explosiones correspondiente se denomina
sucesión de explosiones asociada a ν

1No puede ser que para todo [r : s] haya un [r : s] t. q. ν(rx+sy) < ν(rx+sy): si
hay un [r : s] cuya valoración es mayor que la de otro [r : s], entonces, ν(ux+vy) =
ν(rx + sy) para todo [u : v] 6= [r : s], por las propiedades de las valoraciones.
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La demostración se hace por recurrencia, teniendo en cuenta que los
sucesivos anillos locales de los centros de la valoración son C−álgebras
del mismo tipo que la inicial, con lo que se permanece en el contexto
del lema.

Visto esto, podemos hacer una “clasificación”de las valoraciones
centradas en estos anillos, según su “tipo cofinal”, es decir, fijándonos
en la parte final de la sucesión de explosiones asociada.

3. Clasificación de las valoraciones por su tipo cofinal

Definición 60. Una valoración ν se llama divisorial si su sucesión
de explosiones asociada es finita. Con la notación del Corolario 59,
llamaremos centro propio de ν al punto pn+1.

Supongamos que ν no es divisorial. Tomemos Xn+1
π→ X0 = X una

subsucesión de la sucesión asociada a ν. La fibra Fn+1 de (0, 0) es una
unión de n + 1 componentes irreducibles, todas ellas isomorfas a P1

C.
Escribimos La descomposición de Fn+1 en componentes irreducibles
como

Fn+1 = E1 ∪ · · · ∪ En+1,

donde Ei+1, para i = 0 . . . n es la recta proyectiva que “aparece.al reali-
zar la explosión πi; es decir, es la fibra del punto pi (donde p0 = (0, 0) ∈
X ).

Definición 61. Ei+1 se llama la i + 1−ésima componente irredu-
cible de Fn+1.

Definición 62. El punto pi+1 de la sucesión asociada a ν se de-
nomina “esquina”si pertenece a dos componentes irreducibles de Fi+1.
De no ser aśı , se dice que pi+1 no es una “esquina”, o que es un punto
regular de Fi+1.

Pasamos a hacer una clasificación de las valoraciones no divisoria-
les en cuatro tipos (remitimos al lector a [48], donde puede encontrarse
un estudio exhaustivo de todos los tipos, para anillos de superficies so-
bre cuerpos de cualquier caracteŕıstica). Si ν es la valoración sobre K,

denotaremos por ν̂ su extensión a K̂, el completado m−ádico de K.

1. Valoraciones de contacto con una curva. Son las que corres-
ponden a una sucesión de explosiones para las que existe un
n0 ∈ N, tal que, si m > n0, la explosión πm está centrada en
un punto regular de Fm. Las valoraciones de este tipo tienen
asociada una curva formal f ∈ C[[x, y]], anaĺıticamente irre-
ducible (véase [48]). Es decir, existe un único ideal principal
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(f̂) ∈ Â tal que la extensión ν̂ de ν a Â es precisamente

ν̂(â) = (i, j)⇔ â ∈ ˆ(f)
i
− ˆ(f)

i+1
, #(

â

f̂ i
, f̂) = j

donde #(a, b) es la multiplicidad de intersección ordinaria en-
tre dos curvas formales anaĺıticamente irreducibles y sin fac-
tores comunes. Más adelante estudiaremos el rango y el rango
racional de ν y ν̂, que dependen del ideal (f̂).

2. Valoraciones de tipo contacto con un divisor. Son aquellas para
las que hay un n0 tal que, sim > n0, entonces la explosión πm+1

está centrada en la esquina formada por los divisores En0+1 y
Em. El rango y el rango racional de ν y ν̂ son 2. La imagen de
K por ν es isomorfa a Z2 con el orden lexicográfico.

3. Valoraciones “con un exponente de Puiseux irracional”. Son
las que tienen como sucesión asociada una para la que hay un
n0 ∈ N tal que, si m ≥ n0, πm es una explosión con centro
una esquina, pero que no son del tipo anterior (se producen
“saltos.entre divisores). Se puede demostrar [48] que, si pm es
el centro de ν en Em, para m ≥ n0, y (u, v) es un sistema de

parámetros en pm (por tanto, K̂ ' C[[u, v]]), entonces existe
un λ ∈ R+ −Q+ tal que

ν̂

(∑
i,j>0

aiju
ivj

)
= mı́n

i,j,aij 6=0
{λi+ j}.

Este λ depende de m, claro está, y se calcula mediante un
proceso de tipo Bezout. El rango de ν es 1 y el rango racional
es 2.

4. Valoraciones “con infinitos pares de Puiseux”: para cualquier
n0 ∈ N existen l y m naturales, con l > m > n0 y tales que πl
está centrada en una esquina y πm está centrada en un punto
regular. En [48] se puede encontrar la demostración del hecho
siguiente: para una valoración de este tipo, si Oν es su ani-
llo asociado, existe una sucesión infinita (Qj)j∈N de elementos

de Ô, anaĺıticamente irreducibles, tales que Qj tiene contacto
maximal con Qj+1. Además, si Oj es el anillo de valoración
asociado a la valoración de tipo “contacto con Qj”, entonces

Oν = ĺım
−→
j

Oj.

En este caso, ν y ν̂ tienen rango y rango racional 1.
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Las valoraciones de tipo “contacto con una curva”se pueden dividir, a
su vez en tres tipos (como siempre, la referencia es [48]):

1.a) La curva asociada f̂ está en A. (En su imagen por paso al
completado). La valoración es, en K, de rango 2 y de rango

racional 2, lo mismo que en K̂. En este caso, ν(K) es isomorfo
a Z2 con el orden lexicográfico. Las llamaremos “valoraciones
de contacto con una curva”.

1.b) La curva asociada f̂ no está en A, pero hay un elemento de A,

irreducible en A pero no en Â, que tiene a f̂ como factor en su
descomposición irreducible en Â. Es decir, el ideal (f̂) ∩ A es
irreducible en A, pero anaĺıticamente reducible. Los rangos de
ν y ν̂, aśı como la imagen de K por ν son los mismos que en
1.a. Las llamaremos también “valoraciones de contacto con una
curva”, pero distinguiendo de las anteriores por el contexto.

1.c) El ideal (f̂) es “propiamente formal”, esto es, ˆ(f) ∩ A = (0).
En este caso, ν tiene rango 1 y rango racional 1 (de hecho, es
la valoración asociada a la multiplicidad de intersección con
f̂), mientras que ambos rangos son 2 para ν̂.

4. Valoraciones y campos de vectores en dimensión 2

Estamos en condiciones de estudiar la relación entre las foliaciones
por curvas sobre Spec(A) y las valoraciones centradas en A. Vamos
a utilizar indistintamente, como dijimos al introducir la teoŕıa gene-
ral, el lenguaje de las 1−formas y el de las distribuciones, puesto que
en dimensión 2 compleja, es equivalente dar una 1−forma a dar una
foliación por curvas.

Sea ω una 1−forma sobre A y (x, y) un sistema regular de paráme-

tros en A; consideraremos A como un subanillo local de C[[x, y]] ' Â
(cf. primera sección de este caṕıtulo). Aśı pues, ω se puede escribir
como sigue:

ω = adx+ bdy

con a, b ∈ A. La forma ω induce una única foliación por curvas ∂ ∈
DC(K). Un representante de ∂ es, por ejemplo,{

∂x = −b
∂y = a

que será el que utilicemos habitualmente. En adelante, ∂ y ω se consi-
deran fijas, con las condiciones impuestas.

Como antes, m denotará el ideal maximal de A. El punto que m
representa en Spec(A) lo denotaremos (como es habitual) (0, 0).
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En todo lo que resta del caṕıtulo, una separatriz será un curva
formal irreducible (es decir, un ideal principal (f̂) de Â) tal que df̂∧ω =
fη, donde η es una 2−forma cualquiera).

4.1. Los resultados clave. Fijemos una valoración cualquiera
ν, centrada en (A,m). Sea Y π→ X la explosión de X = Spec(A) con
centro m. Llamemos E al divisor excepcional, Q al centro de ν en E, AQ
su anillo local asociado y sean ω̃ el transformado estricto de ω por π, y
∂̃ la foliación por curvas sobre Spec(AQ) asociada (que está en DC(K)).
El siguiente resultado es la piedra angular de todo este caṕıtulo:

Teorema 63. Si ν es una valoración centrada en (A,m) de L’Hô-
pital para ∂, distinta de la del orden en m, entonces Q es singular para
∂̃.

Demostración. La hacemos sólo para el caso en que ∂ no es di-
cŕıtica en (0, 0), dejando al lector los detalles de este caso. Supongamos

que Q no es singular para ∂̃. Cambiando (x, y) por otro sistema de
parámetros mediante una transformación lineal, podemos suponer que
Q es el origen de la carta siguiente de π:

π :

{
x = x2

y = x2y2

Como Q no es dicŕıtico para ∂ ni singular para ∂̃, la forma de partida
ω se escribe

ω = xα2u(dx2 + x2ψdy2)

donde ψ está en AQ (de hecho, en A, que se inyecta de manera natural
en AQ) y u es un elemento de A ⊂ AQ no nulo en (x2 = 0, y2 = 0).
El factor x2 en dy2 aparece porque estamos suponiendo que el divi-
sor excepcional es invariante (al ser ∂ no dicŕıtica). Está claro que

ν(y) > ν(x) > 0, pues ν(x2), ν(y2) > 0. Un representante de ∂̃ (al que
denotamos del mismo modo) es:{

∂̃x2 = −xα+1
2 uψ

∂̃y2 = xα2u

de donde, abusando de notación:

ν

(
y

x
− ∂y

∂x

)
= ν

(
y2 −

x2∂̃y2 + y2∂̃x2

∂̃x2

)
=

= ν

(
− xα+1

2 u

−xα+1
2 uψ

)
,
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pero ν(u) = 0, ν(1) = 0, ν(ψ) ≥ 0 y, por tanto, ν no puede ser de
L’Hôpital. �

Corolario 64. Las valoraciones “con infinitos pares de Puiseux”no
son nunca de L’Hôpital .

Demostración. Para que una valoración con infinitos pares de
Puiseux fuera de L’Hôpital, debeŕıa poder ocurrir lo siguiente: dado un
punto Q simple2 para ω̃ (el transformado estricto de ω en Q), que fuera
una esquina, tendŕıa que existir una cadena finita de explosiones que
comenzara en Q, siguiera puntos singulares de ω̃ y hubiera un centro
de explosión en esa cadena, regular en el divisor excepcional. Esto es
imposible, pues al ser Q una esquina simple, ω̃ tiene dos direcciones sin-
gulares y sólo dos: las correspondientes a las componentes irreducibles
del divisor excepcional que pasan por él. Aśı que, al explotar un punto
simple esquina, sólo aparecen dos singularidades en el nuevo divisor,
que son, a su vez, esquinas (corte del nuevo divisor con el que pasaba
por Q con la pendiente correspondiente). �

Lema 65. Sea ω una 1−forma y f ∈ Â, con (f) ∩ A = (0) una
separatriz propiamente formal. Sea ∂ una derivación ortogonal para ω
y u = a/b ∈ K. Escribamos ∂x = h, ∂y = g con h, g primos entre
śı. Supongamos que (tα, ϕ(t)) es una parametrización de Puiseux de
f = 0. Se tiene que

∂u(tα, ϕ(t)) =
1

αtα−1
h(t)

d

dt
(u(tα, ϕ(t))).

Demostración. Desarrollando la derivada de u, es

∂u = ux∂x+ uy∂y = uxh+ uyg = h(ux +
g

h
uy)

como f = 0 es estrictamente formal, h(tα, ϕ(t)) 6= 0 y, como es una
separatriz,

g

h
(tα, ϕ(t)) =

ϕ′(t)

αtα−1
,

y sustituyendo esto en la expresión de arriba, se obtiene

∂(u)(tα, ϕ(t)) =
1

αtα−1
h(t)

d

dt
(u(tα, ϕ(t))),

como se queŕıa. �

2Sin perder generalidad, pues por el teorema de Seidenberg [45], cualquier
cadena infinita de explosiones sigue a partir de un momento puntos simples.
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4.2. El caso dicŕıtico. La relación entre las valoraciones y los
centros dicŕıticos se fundamenta en el siguiente

Lema 66. Sea ∂ una derivación de A y ν la valoración del orden
centrada en A (es decir, ν(a) = m ∈ N si y sólo si a ∈ mm − mm+1).
Supongamos que ∂x = θ y ∂y = η y escribamos r = mı́n{ν(η), ν(θ)}.
Entonces

1. ν(a∂b− b∂a) ≥ ν(a) + ν(b) + r − 1, para todos a, b ∈ A.
2. ∂ es dicŕıtica para la primera explosión si y sólo si existen
a, b ∈ A para los que se da la desigualdad estricta. Además, en
este caso, ν(a) = ν(b).

Demostración. Tomemos a, b ∈ A ⊂ Â ' C[[x, y]] con ν(a) =
m, ν(b) = n. Haciendo uso de esta última inyección, escribimos a, b, θ
y η como suma de términos homogéneos{

a = am + am+1 + . . .
b = bn + bn+1 + . . .

{
θ = θl + . . .
η = ηk + . . .

Al aplicar ∂ a a y b se obtiene{
∂a = amxθl + amyηk + . . .
∂b = bnxθl + bmyηk + . . .

donde las variables x e y en los sub́ındices indican “derivación parcial
ordinaria”. De esta última expresión se deduce, inmediatamente que

ν(a∂b− b∂a) ≥ m+ n− 1 + r,

que es la desigualdad en general.
La derivación aplicada a un término aijx

iyj se comporta como sigue:

∂(aijx
iyj) = iaijx

i−1yjθ + jaijx
iyj−1η

y tomando los términos de menor grado en θ y η, es

∂(aijx
iyj) = iaijx

i−1yjθr + jaijx
iyj−1ηr

de donde

∂(aijx
iyj)bpqx

pyq − ∂(bpqx
pyq)aijx

iyj =

= (iaijx
i−1yjθr + jaijx

iyj−1ηr)bpqx
pyq−

− (pbpqx
p−1yqθr + qbpqx

pyq−1ηr)aijx
iyj =

= ((i− p)aijbpqθr)xi+p−1yj+q + ((j − q)aijbpqηr)xi+pyj+q−1

que se anula si y sólo si i + j = p + q = 0 y además xθr + yηr = 0.
Teniendo en cuenta que la derivación no introduce relaciones entre
monomios con distintos exponentes: (i+p−1, j+q) = (k+p−1, l+q)⇔



38 2. VALORACIONES EN DIMENSIÓN 2

i = k, j = l, se deduce que el orden sube si y sólo si los órdenes de a y
b son iguales y, además, ∂ es dicŕıtica. �

El resultado siguiente es la caracterización de los centros dicŕıticos
a partir de las valoraciones divisoriales de L’Hôpital.

Teorema 67. Sea ν una valoración divisorial centrada en A. Sea
Q el centro propio de ν. Sea ∂ una foliación por curvas sobre Spec(A).
Entonces

ν es de L’Hôpital para ∂ ⇔ ∂ es dicŕıtica en Q.

Demostración. Fijemos un sistema de parámetros (u, v) de AQ.
Existen σ, θ, η ∈ AQ y una forma diferencial ω con coeficientes en AQ,

cuya foliación asociada es ∂̃, y que se escribe

ω =
η(u, v)

σ(u, v)
du− θ(u, v)

σ(u, v)
dv

además, en esas coordenadas, ν es la valoración “del orden”. Podemos
quitar denominadores y suponer que θ y η son primos entre śı en AQ.

Llamemos m al mı́nimo de ord(θ), ord(η). Sean a = a(u,v)
∆(u,v)

, b = b(u,v)
∆(u,v)

,

con ν(a) ≥ ν(b) > 0 y donde a, b, ∆ ∈ AQ. Se tiene que

a

b
− ∂a

∂b
=

∆(a∂b− ∂ab)
b(∆∂b− b∂∆)

.

Llamemos d = ord(∆), s = ord(b), t = ord(a). Por hipótesis, 0 ≤ d <
s ≤ t. Por el lema anterior sabemos que

ν(∆(a∂b− ∂ab)) ≥ b(∆∂b− b∂∆) = 2s+ d+m− 1.

(La última igualdad es también consecuencia del lema, pues ord(b) >
ord(∆)). La condición de L’Hôpital se resume en que el orden del nu-
merador sea mayor que el del denominador. Esta condición se satisface
si t > s. Cuando t = s, la condición es cierta si y sólo si ∂ es dicŕıtica
en el punto (cf. lema), lo que termina la prueba. �

4.3. Las separatrices. En este apartado y hasta el final del ca-
ṕıtulo, supondremos que la foliación no es dicŕıtica, pues ya hemos
estudiado este caso en la sección anterior y la dicriticidad “desaparece”
al cabo de un número finito de explosiones.

Teorema 68. Sean ∂ ∈ DC(K) una foliación y ν una valoración
de tipo contacto con una curva estrictamente formal. Entonces

f̂ = 0 es una separatriz de ω ⇔ ν es de L’Hôpital para ∂.
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Demostración. ⇐) Es consecuencia inmediata del Teorema 63 y
de que una curva formal que sigue puntos singulares de los transfor-
mados estrictos de ∂, es una separatriz. El caso dicŕıtico no plantea
problemas especiales, pues al explotar una singularidad dicŕıtica, por
cualquier punto de la nueva recta excepcional pasa una separatriz. De-
jamos los detalles al lector.
⇒) La valoración ν es de rango 1 y viene dada por la multiplicidad

de intersección con f̂ , o lo que es lo mismo, si (x = tα, y = ϕ(t)) es

una parametrización de Puiseux de f̂ y a = a(x, y) ∈ A, entonces
ν(a) = ordt(a(t

α, ϕ(t))). Veamos que es de L’Hôpital . Si ω es una
1−forma asociada a ∂, escribimos ω = gdx − hdy, con h, g ∈ A y sin
factores comunes en A. Por el Lema 65 si p, q ∈ K, se tiene que

ν

(
p

q
− ∂p

∂q

)
= ordt

(
p

q
(t)− ∂p

∂q
(t)

)
= ordt

(
p

q
(t)− p′(t)

q′(t)

)
> 0,

donde la última desigualdad consecuencia de la regla de L’Hôpital para
una variable compleja. �

Para estudiar las valoraciones de contacto con curvas no formales
(curvas no trascendentes) necesitamos una definición previa. Sea f̂ una

separatriz de ∂ y sea ρ una resolución de las singularidades de f̂ y
E el divisor excepcional de ρ. Podemos suponer que la última recta
excepcional de E que aparece es invariante para ρ?∂, que el transfor-
mado estricto de f̂ corta a E en un punto regular Q de E y que Q
es simple para ∂ (cf. [45]) Tomando un sistema regular de parámetros
(u, v) de AQ (el anillo local del punto Q), podemos suponer, sin perder
generalidad, que u = 0 es la ecuación de E y que v = 0 es tangente al
transformado estricto de f̂ . De aqúı se deduce que hay un representante
de ∂ cuya 1−forma asociada tiene parte lineal λvdu+ µudv.

Definición 69. Diremos que f̂ tiene

Carácter genérico si λµ 6= 0 y λ/µ 6∈ Q.
Carácter infinito si µ = 0.
Carácter 0 si λ = 0.
Carácter racional si λµ 6= 0 y λ/µ ∈ Q.

Nota: La combinatoria de los coeficientes de la parte lineal de los
transformados estrictos de ω por explosiones muestra que el Carácter
está bien definido (no depende de ρ ni de las coordenadas (u, v)).



40 2. VALORACIONES EN DIMENSIÓN 2

Teorema 70. Si ν es de contacto con una curva (es decir, si f̂ es

la curva asociada, se tiene que (f̂)Â ∩ A 6= (0)), entonces

ν es de L’Hôpital ⇔ f̂ es separatriz con carácter

 genérico
ó
infinito

Demostración. La valoración es, en A, la siguiente:

ν(a) = (i, j)⇔ a ∈ (f̂)i − (f̂)i+1, #(
a

f̂ i
, f̂) = j

donde, como siempre, #(a, b) es la multiplicidad de intersección en el

origen de dos curvas sin componentes (formales) comunes. El ideal (f̂)

se entiende incluido en Â.
⇒) Que es una separatriz se deduce de la Proposición 63. La parte

relativa al carácter se demuestra por reducción al absurdo:
a) Supongamos primero que tiene carácter racional. Los autovalo-

res, tras desingularización de ω (y por tanto de f̂) se pueden suponer 1
y m/n, con m,n ∈ N. Trabajamos en el punto Q en que la transforma-

da estricta de f̂ es transversal al divisor excepcional. La componente
irreducible del divisor que contiene a Q es invariante3 y el punto es
simple. En el anillo local AQ correspondiente a Q tomamos un sistema

de parámetros (u, v) de modo que la transformada estricta de f̂ siga
los mismos puntos infinitamente próximos a Q que u4 y el divisor sea
v = 0. Aśı las cosas, la foliación asociada a ω tiene un representante
como sigue: {

∂u = u(1 + f1)
∂v = −m

n
v(1 + f2)

con ν(f1), ν(f2) > 0

por ser f y v invariantes y ∂ simple en Q. Tomemos{
a = umvn+1

b = umvn

Por construcción, ν(a) ≥ ν(b) > 0. Apliquémosles el criterio de L’hôpital:

a

b
− ∂a

∂b
=
v2n+1(m− nm/n−m+ (n+ 1)m/n+ g1)

v2ng2

=
α

β

3Si f̂ se desingulariza al aparecer un divisor transversal a ω̃, hacemos una nueva
explosión en Q y nos centramos en su siguiente punto infinitamente próximo, para
tener un divisor invariante por la derivación: el carácter no cambia.

4Si f̂ ∈ A, basta tomar como u =el transformado estricto de f̂ . Si no, se toma
en (0, 0) un elemento a ∈ A ∩ (f̂)Â− (f̂)2 y u=el transformado estricto de a.
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con ν(g1), ν(g2) > 0. Como (n + 1)m/n 6= 0, es ν(α) = (0, 2n +
1), ν(β) > (0, 2n) y ν no es de L’Hôpital para ∂.

b) Estudiemos el caso en que f̂ tiene carácter 0. Como antes, pode-

mos centrarnos en un Q en que f̂ esté desingularizada y sea transversal
a una componente irreducible invariante del divisor y tomar un sistema
de parámetros (u, v) ∈ m de modo que ∂ se escriba ahora{

∂u = uq+1 + uf1

∂v = −v(1 + f2)
con ν(f1), ν(f2) > 0, q ≥ 1

Tomamos en este caso los siguientes a y b:{
a = uv
b = uu+v

v

que cumplen ν(a) ≥ ν(b) > 0. Se comprueba, con cálculos elementales,
que

a

b
− ∂a

∂b
=

v2

u+ v
− −v

2 − v2f2 + v2f1 + uqv2

vf1 + ug

donde g ∈ AQ. Como ν(u+v) = ν(v) = (0, 1) y ν(f1) > 0, la valoración
no cumple la propiedad de L’Hôpital, q.e.d.
⇐) En este caso, tras reducir las singularidades de ∂, la transfor-

mada de f̂ no es transversal a una componente dicŕıtica del divisor
excepcional5. Nos centramos, como antes, en el punto Q de corte de
la transformada estricta de f̂ con el divisor excepcional. Sea (u, v) un
sistema de parámetros en AQ; ∂ se puede escribir{

∂u = u(1 + f1)
∂v = −λv − vf2

con ν(f1), ν(f2) > 0.

Sean a = uia, b = ujb con ν(a) ≥ ν(b) > 0 y ν(a) = (0, k), ν(b) = (0, l).
Es

a

b
− ∂a

∂b
=
ui+j

u2j

(
jab+ jabf1 + a∂b− iab− iabf1 − ∂ab

b((jb+ ∂b) + jbf1)

)
= ui−j

α

β
.

Vamos a hacer una pequeña digresión para calcular ν(jb+ ∂b).
Escribimos b = p

q
, donde sabemos que p y q son elementos de AQ

que se escriben en ÂQ de la siguiente forma:

p = vn + uh1 + vn+1h2

q = vm + ug1 + vm+1g2

5Dejamos este resultado como ejercicio para el lector.
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(pues ni p ni q tienen como factor u). Las hi y las gj son series de po-

tencias formales de la imagen de AQ en su completado, ÂQ. Derivemos:

∂p = −nλvn + uδ1 − λvn+1δ2 + vnf2δ3
∂q = −mλvm + uε1 − λvm+1ε2 + vmf2ε3

donde otra vez, las δi, εj son elementos de AQ. De aqúı se deduce que

ν(∂pq − ∂qp) ≥ 2ν(q) y, por tanto, ν(∂b) ≥ ν(b). De hecho, se tiene
la igualdad si y sólo si n 6= m y λ 6= 0. Si ν(∂b) > ν(b), entonces
ν(β) = 2ν(b) directamente. Si no, calculemos ν(jb+ ∂b):

jb+ ∂b = j
vn + · · ·
vm + · · ·

+
λ(n−m)vn+m + · · ·

v2m + · · ·
(los puntos indican términos de valoración mayor). Esta expresión es
igual a la siguiente:

jvm+n + λ(m− n)vn+m + · · ·
v2m + · · ·

.

Como λ no es ni cero ni racional, resulta que j + λ(m− n) 6= 0 cuando
j 6= 0 y en este caso se tiene que ν(jb + ∂b) = ν(b). En el caso j = 0,
tiene que ser n > m y por tanto ν(∂b) = ν(b).

Continuamos con la demostración. Sabemos que ν(β) = 2ν(b). Por
tanto, si i > j, se cumple directamente la condición de L’Hôpital por
el factor ui−j. Si i = j, debe ser ν(a) ≥ ν(b) > 0 y, de la expresión de
α, se deduce que

ν(α) ≥ ν

(
b
2
∂

(
a

b

))
de donde, por un razonamiento similar al anterior, ν(α) > ν(β), y
terminamos. �

Corolario 71. Sea ν una valoración de contacto con un divisor y
∂ una foliación por curvas. Sea Q la esquina “fija”de ν, que podemos
suponer simple para ∂. Entonces ν es de L’Hôpital para ∂ si y sólo si
se cumple una de las dos condiciones siguientes:

a) Las dos componentes irreducibles del divisor excepcional que
se cortan en Q tienen carácter genérico (entendidas como se-
paratrices de ∂ en el anillo AQ).

b) Una de las dos componentes del divisor tiene carácter infinito
(y por tanto, la otra, cero) y ν sigue los puntos infinitamente
próximos marcados por ella.

Demostración. Apĺıquese el lema anterior para la situación A =
AQ y ∂ = la transformada de ∂ en Q; nótese que las ecuaciones de
ambos divisores son elementos de AQ. �
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4.4. Valoraciones con un exponente de Puiseux irracional.

Lema 72. Sea Q una singularidad simple de una foliación por cur-
vas ∂ sobre A. Fijemos ω = a1dx+b1dy+ t.m.o. una forma asociada a
∂, con a1b1 6= 0, donde a1, b1 tienen orden 1. Supongamos que el cocien-
te de los autovalores de la 1−forma ω1 = a1dx + b1dy no es racional.
Sea ν una valoración centrada en Q, de tipo “exponente irracional”que
sigue puntos infinitamente próximos de una de las dos separatrices de
∂ en Q. Entonces ν es de L’Hôpital para ∂.

Demostración. Para esta demostración utilizamos expĺıcitamen-
te el hecho de que A es un subanillo de Â ' C[[u, v]] (tomando un
sistema de parámetros (u, v) en Q). Las condiciones impuestas hacen
∂ se pueda escribir

∂ = (λu+ t.m.o.)dv − (v + t.m.o.)du, λ 6∈ Q.

Por tanto, {
∂u = λu+ t.m.o.
∂v = v + t.m.o.

y la valoración asociada es ν(u) = 1, ν(v) = κ ∈ I+
6, que para un ele-

mento α =
∑
aiju

ivj ∈ Â es ν(α) = mı́naij 6=0(i+κj) = ordt(
∑
aijt

i+κj).
Dados α, β ∈ A, se escribe

∂

(
α

β

)
=

(λuαu + vαv)β − (λuβu + vβv)α

β2
+ . . .

El conjunto de ı́ndices de (λuαu + vαv) cuyo coeficiente es distinto de
0 es el mismo que el de α, porque λ no es racional. Lo mismo ocurre
con los coeficientes de (λuβu + vβv) y los de β. Si el coeficiente que
corresponde al ı́ndice de mı́nima valoración en α es (i0, j0) y el de β es
(m0, n0), entonces el del numerador es

(λi0 + j0)αi0j0βm0n0 − (λm0 + n0)αi0j0βm0n0 =

= αi0j0βm0n0(λ(i0 −m0) + (j0 − n0)),

que es distinto de cero. Si (i0, j0) 6= (m0, n0), la valoración del nume-
rador es la suma de las valoraciones de α y de β. Si, por el contrario,
(i0, j0) = (m0, n0), la valoración del numerador es mayor que la suma
de las de α y β.

6κ es irracional porque la valoración ν sigue puntos de una de las dos ramas de
∂ por Q. Si no fuera aśı, no podŕıamos suponerlo.
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Tomemos dos elementos α
β
, γ
β
∈ K ⊂ C((u, v)),

ν

 α
β
γ
β

−
∂
(
α
β

)
∂
(
γ
β

)
 = ν

(
β(α∂γ − γ∂α)

γ(∂γβ − ∂βγ)

)
Supongamos que ν(α) ≥ ν(γ) > ν(β) ≥ 0. De la segunda desigualdad,
por lo dicho más arriba, se deduce que ν(γ(∂γβ − ∂βγ)) = ν(γ) +
ν(γ) + ν(β). Hay dos posibilidades: ν(α) = ν(γ) y ν(α) > ν(γ). En el
primer caso, el argumento utilizado arriba prueba que la valoración del
numerador es mayor que ν(γ) + ν(γ) + ν(β). En el segundo, se tiene
directamente que

ν(α) + ν(β) + ν(γ) > ν(γ) + ν(γ) + ν(β).

Por tanto, la condición de L’Hôpital se satisface en cualquier caso. �

Nota: Evidentemente, una valoración con un exponente de Puiseux
irracional” que no siga puntos de una separatriz no es invariante, por
la Proposición 63.

Lema 73. En las misma situación, pero con el cociente de auto-
valores racional (donde se incluye el caso en que uno cualquiera sea
0), ninguna valoración “con un exponente de Puiseux irracional.es de
L’Hôpital para ∂.

Demostración. Por la nota, podemos restringirnos al caso en que
la valoración sigue puntos infinitamente próximos de una de las dos
separatrices (formales) de ∂. Sea ω una 1−forma de C[[u, v]] cuyos
coeficientes no tienen factores comunes, asociada a ∂. Dividimos la
prueba en dos casos: resonante (ningún autovalor de la parte lineal de
ω es nulo) y silla-nodo (un autovalor nulo).

a) Caso resonante: ω = (mu+ . . .)dv + (nv + . . .)du, con m, n ∈ N
distintos de 0. La derivación asociada es{

∂u = −mu+ . . .
∂v = nv + . . .

Puesto que el cociente de los autovalores de la parte lineal es un ra-
cional, existe un sistema de parámetros formal transforma la ω en
(mu+uva(u, v))dv+(nv+uvb(u, v))du (generalización de un teorema
de Siegel) (cf. por ejemplo [5]). Para conseguir un resultado sobre A (y
no sobre el completado), se puede trasladar la demostración del caso
formal (que se realiza por coeficientes indeterminados), truncando el
proceso y obteniéndose que existe un cambio de parámetros en A que
transforma la expresión de ω en:

(mu+ s1(u, v))dv + (nv + s2(u, v))du
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donde ν(s1), ν(s2) ≥ ν(u) + ν(v). Suponemos, a partir de ahora, que
hemos hecho este cambio. La valoración es ν(u) = 1, ν(v) = η ∈ I+

7,
donde, sin perder generalidad, se puede suponer que η > 1. Denotamos
∂ tanto a la foliación como a la derivación ortogonal de ω. Fijemos un
par de números naturales (i0, j0) 6= (0, 0) tal que −mi0 +nj0 = 0. Para
cualquier cui0vj0 , es:

ν(∂(cui0vj0)) = ν(i0cu
i0−1vj0s1(u, v) + j0cu

i0vj0−1s2) ≥

mı́n{i0 + j0η + η, i0 + j0η + 1} = i0 + j0η + 1,

por definición. Tomemos r = [i0 + j0η + 1] (parte entera). Se tiene que
r < i0 + j0η + 1 porque j0 no es 0 y η es irracional.

Comprobemos finalmente que ν no es de L’Hôpital para ∂. Sean

α = ur, γ = ui0vj0 .

Por construcción, 0 < ν(γ) < ν(α), pero ν(∂γ) > ν(∂α) = ν(α).
Aśı pues,

ν

(
α

γ
− ∂α

∂γ

)
= ν(α) + ν(γ)− ν(γ)− ν(∂γ) < 0.

b) Silla-nodo. En este caso, ∂ tiene un representante de la forma ∂ =
a(u, v) ∂

∂u
+ (v + b(u, v)) ∂

∂v
, con ord(a) ≥ 2, ord(b) ≥ 2. La valoración

es ν(u) = 1, ν(v) = η ∈ I+, pero en principio no podemos suponer que
η > 1. Para que la valoración de ∂(cui0vj0) sea mayor que la de cui0vj0

debe ser j0 = 0 y , por tanto, ν(∂(cui0)) = i0 − 1 + ν(a(u, v)).
Por el teorema de Dulac de “clasificación”de sillas-nodo (ver, p.e.

[5]), aplicado a A (truncando el proceso, como para el teorema de
Siegel), hay un p ≥ 1 natural tal que, con un cambio de parámetros en
A se puede suponer que ν(a) ≥ 2 (a = up+1 + t.m.o). Una vez hecho
este cambio resulta, para todo m natural, que

ν(∂(um)) ≥ m+ 1.

Llegados a este punto, se presentan dos posibilidades: η < 1 y η > 1.
En el primer caso se toma α = uv, γ = u; como se tiene que

ν(∂α) = ν(α), ν(∂γ) > ν(γ), entonces

ν

(
α

γ
− ∂α

∂γ

)
= ν(α) + ν(γ)− ν(γ)− ν(∂γ) ≤ 0.

En el segundo caso, se toma r = [η] (parte entera) y α = v, γ = ur

y el mismo argumento concluye la demostración. �

7Misma consideración que antes
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4.5. Valoraciones de rango 1 y trascendencia de separa-
trices. Todos los lemas de la sección anterior nos permiten enunciar
el siguiente resultado relativo a la trascendencia de las separatrices de
una foliación sobre A.

Teorema 74. Con la notación de este caṕıtulo, se tiene:

a) Existe una valoración ν sobre K = A(0) de rango 1 y rango
racional 1, de L’Hôpital para ∂ si y sólo si la foliación ∂ es
dicŕıtica o admite una separatriz f̂ trascendente sobre A, es
decir, tal que (f̂) ∩ A = (0).

b) Aśı pues, si ∂ no es dicŕıtica, entonces existe una valoración
de L’Hôpital para ∂ de rango 1 y rango racional 1, si y sólo si
existe una separatriz de ∂ trascendente (en el sentido anterior)
sobre A.

Demostración. Es consecuencia de que las únicas valoraciones
sobre A de rango 1 y rango racional 1, son las divisoriales y las “de
contacto con una curva formal”. �

Más en concreto, para foliaciones racionales y anaĺıticas, el resulta-
do previo se enuncia como sigue:

Teorema 75. Sea ω una 1−forma racional (o meromorfa) en (0, 0) ∈
C2 (resp. (C2, 0)) y ∂ su foliación asociada. Entonces:

a) Existe una valoración ν sobre C(x, y) (resp. C{{x, y}}) de ran-
go 1 y rango racional 1, de L’Hôpital para ∂, si y sólo si la
foliación ∂ es dicŕıtica o existe una separatriz de ∂ trascen-
dente sobre C[x, y]8 (resp. no convergente).

b) Ergo, si ∂ no es dicŕıtica, entonces existe una valoración de
L’Hôpital para ∂ de rango 1 y rango racional 1, si y sólo si
existe una separatriz de ∂ trascendente sobre C[x, y] (resp. no
convergente).

Por último, se tiene el siguiente

Teorema 76. Sea ω una 1−forma racional (resp. meromorfa) en

el origen de C2 (resp. en (C2, 0)) y ∂ su foliación asociada. Sea f̂
una separatriz de ∂ y ν la valoración asociada a su sucesión de puntos
infinitamente próximos. Son equivalentes:

1. ν tiene rango 1

8Esto es, cuya curva algebroide asociada no es una rama anaĺıtica de una curva
algebraica.
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2. f̂ es una curva algebroide trascendente -es decir, no es una
rama anaĺıtica de una curva algebraica- (resp. f̂ es no conver-
gente).

4.6. Las separatrices “que faltan”. En la sección anterior he-
mos definido un tipo de valoraciones que nos permiten determinar “casi
todas” las separatrices. De hecho, como el lector ha comprobado, la di-
ferencia entre las que se detectan y las que no, se basa en el cociente
de los autovalores de la parte lineal de la derivación una vez llevada a
término la reducción de singularidades. Nos gustaŕıa poseer un criterio
que “localizara” todas las curvas integrales. Es lo que presentamos en
esta sección.

Definición 77. En las condiciones del caṕıtulo anterior, y con las
mismas notaciones, diremos que una valoración ν es débilmente de
L’Hôpital si para cualesquiera a, b ∈ K tales que ν(a) ≥ ν(b) > 0 y
tales que si ν(c) > 0 entonces hay un n ∈ N tal que nν(c) > ν(a),
entonces

ν

(
a

b
− ∂a

∂b

)
> 0.

Es decir, si G ⊂ Γ es el primer subgrupo aislado de Γ, se exige que se
verifique la condición usual sólo para las a, b con ν(a), ν(b) ∈ G.

En otras palabras, una valoración es débilmente de L’Hôpital si es
de L’Hôpital para las funciones con “valor finito”. En el caso del plano,
y para una valoración de tipo “contacto con una curva algebraica”
f = 0, las funciones a las que se hace referencia son todas aquellas
a ∈ K tales que ni a ni 1

a
están en el ideal (f).

Lema 78. En las condiciones del Teorema 63 de este caṕıtulo, para
que una valoración sea débilmente de L’Hôpital para una derivación es
necesario que los puntos infinitamente próximos que define sean singu-
lares para la derivación.

Demostración. Exactamente la misma que en la mencionada pro-
posición. Téngase en cuenta, al trasladarla, que en la construcción que
se hizo alĺı para obtener un contraejemplo, se pueden utilizar exclusiva-
mente funciones con valoración “finita”. De hecho, puesto que estamos
en el plano, las únicas valoraciones de rango mayor que uno son las de
contacto con una curva algebraica (o con un divisor) y para éstas se
comprueba la propiedad con un cálculo directo semejante a todos los
de la sección anterior. �

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del lema ante-
rior y de toda la sección previa:
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Teorema 79. Sea ν una valoración del plano (con estructura alge-
braica, anaĺıtica, formal) del tipo “contacto con una curva”, es decir,

tal que si A es el anillo local en el que se trabaja, hay un f̂ ∈ Ã cuya
valoración es la del contacto con f̂ . Sea ∂ una derivación de A. Enton-
ces f̂ es una separatriz de ∂ si y sólo si la valoración ν es débilmente
de L’Hôpital para ∂.

5. Superficies singulares

Para campos de vectores en superficies singulares, vale toda la teoŕıa
que hemos desarrollado en este caṕıtulo, pues como se demuestra en
[53], las valoraciones centradas en un punto de una superficie singular
son las mismas que las centradas en un punto de una superficie regular.
De este modo, se traducen todos los resultados relativos a valoraciones
de L’Hôpital al contexto singular. De hecho, por el teorema de unifor-
mización local de valoraciones en caracteŕıstica nula, siempre se puede
suponer que, tras un número finito de transformaciones birracionales,
uno se encuentra en la situación local.



CAṔıTULO 3

La superficie abstracta de Riemann.
y la parte inicial de una valoración.

1. La superficie abstracta de Riemann y las valoraciones de
L’Hôpital

Vamos a estudiar en este apartado la relación entre la superficie
abstracta de Riemann (para un estudio detallado de este objeto, ver
p.e. [48]) y las valoraciones de L’Hôpital. Trabajaremos, como siempre,
con cuerpos base de caracteŕıstica 0. En todo este caṕıtulo, por reduc-
ción de singularidades de un germen 1−forma anaĺıtica ω entenderemos
una reducción de singularidades tal que por cada punto simple pasa co-
mo mucho una separatriz (eventualmente formal) de ω. Por tanto, si
ω es simple en el origen de C2, no es reducida: hay que hacer una ex-
plosión. Esta aclaración es necesaria sobre todo cuando al reducir las
singularidades de ω aparece una singularidad simple sobre un divisor
dicŕıtico: en este caso hay que explotar otra vez dicha singularidad para
considerarla “reducida”.

1.1. Definición de la Superficie abstracta de Riemann. To-
dos los resultados que presentamos en este subapartado, aśı como las
definiciones, son de Zariski [54]. Seguimos la exposición de Spivakovsky
en unas notas aún no publicadas [49].

Partimos de X , un esquema noetheriano ı́ntegro. Sea K = K(X )
su cuerpo de funciones racionales. Sea Λ un conjunto de ı́ndices para
todos los morfismos birracionales proyectivos Xα

πα→ X . Para cada par

α, β ∈ Λ hay un γ ∈ Λ tal que el morfismo Xγ
πγ→ X factoriza a través

de Xα y de Xβ, de modo que Λ es un conjunto dirigido con el orden dado
por la dominación birracional de morfismos de esquemas. Aśı pues, el

conjunto {Xα}α∈Λ con los morfismos birracionales Xα
παβ→ Xβ, forma un

sistema proyectivo.

Definición 80. El ĺımite proyectivo S = lim←−Xα se llama la super-
ficie abstracta de Riemann de X .

Para cada Xα birracional y proyectivo sobre X , sea S πα→ Xα el
morfismo natural del S a Xα.

49



50 3. SUPERFICIE DE RIEMANN

Definición 81. La topoloǵıa de Zariski en S es el ĺımite proyectivo
de las topoloǵıas de Zariski de los Xα; es decir, la topoloǵıa más gruesa
que hace continuas todas las ϕα.

Se tienen los siguientes resultados [54]:

Teorema 82. Hay una biyección natural entre S y el conjunto de
todas las valoraciones ν de K centradas en algún punto de X .

Teorema 83. S es compacto en la topoloǵıa de Zariski.

En todo caso, nuestra utilización de la Superficie abstracta de Rie-
mann en el siguiente caṕıtulo no tendrá en cuenta la topoloǵıa de Za-
riski, sino otra que nos dará una mejor comprensión del papel de las
derivaciones de L’Hôpital como objetos geométricos.

Fijemos una valoración ν : K∗ → Γ, cuyo anillo denotaremos Oν .
Sea γ un elemento de Γ+ (el semigrupo de los elementos no negativos
de Γ).

Definición 84. Llamaremos Pγ y Pγ+ respectivamente, a los si-
guientes ideales de Oν:

Pγ = {x ∈ Oν |ν(x) ≥ γ}
Pγ+ = {x ∈ Oν |ν(x) > γ}

(Se pueden ver estas definiciones con mayor generalidad en [49]).

Definición 85. El álgebra graduada asociada a ν es

grν(A) =
⊕
γ∈Γ+

Pγ
Pγ+

,

que es un dominio de integridad.

Hacemos notar al lector que nuestra nomenclatura difiere un poco
de la de [49], por razones de comodidad.

2. Una métrica para la Superficie de Riemann

Como dijimos antes, la topoloǵıa de Zariski no es la más adecuada
para estudiar la estructura de la superficie de Riemann en relación con
las valoraciones. La idea que subyace en esta sección es la de considerar
las valoraciones como “sucesiones de puntos infinitamente próximos”
que se distinguen por el lugar que ocupa el primer término diferente.
Haremos el estudio en el caso de dimensión 2, pues es el único en el
que se tiene una reducción de singularidades para campos de vectores.

Partimos de una derivación ∂ del anillo O de gérmenes de funciones
holomorfas en un entorno del origen del plano complejo. Suponemos,
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como siempre, que si u y v son dos generadores del maximal de O,
entonces los elementos ∂u y ∂v son primos entre śı. Sean ν y ν ′ dos
valoraciones distintas no divisoriales, centradas en O y n un entero no
negativo.

Definición 86. La distancia d(ν, ν ′) entre ν y ν ′ es 1/2k si y sólo
si existe una sucesión de explosiones

Xn+1
πn→ Xn

πn−1→ · · · π1→ X1
π0→ X0 ' (C2, 0)

tal que el centro de de πi es el centro de ν y ν ′ en el divisor excepcional
Ei ⊆ Xi, para i desde 0 hasta n (para i = 0, el centro es el origen de
coordenadas) y los centros de ν y ν ′ en En+1 son diferentes.

Definición 87. Llamamos superficie estricta de Riemann del ani-
llo O y la denotamos S al conjunto de valoraciones no divisoriales
centradas en O.

Se tiene el siguiente

Teorema 88. La función

S × S d→ R
(ν, ν ′) 7→ d(ν, ν ′)

define una métrica en S. El espacio métrico (S, d) es isométrico a

(CP1)N := lim←−
n

(CP1)n

dotado de la ultramétrica inducida en el ĺımite proyectivo por la métrica
discreta en cada (CP1)n.

Demostración. La desigualdad triangular es consecuencia direc-
ta de la definición de d(ν, ν ′). El resto de propiedades necesarias para
definir una métrica son obvias. Construyamos una isometŕıa. Fijemos
un sistema de coordenadas (x0, y0) en el origen de C2. Dada ν ∈ S,
definimos P (ν) = (p1(ν), . . . , pn(ν), . . .), donde pi(ν) es el centro de ν
en el i−ésimo divisor excepcional. Esta construcción define una apli-
cación biyectiva entre S y lim←− (CP1)n. Veamos que es una isometŕıa.

Para ello, vamos a escribir S como un ĺımite proyectivo de espacios
discretos y vamos a dar isomorfismos entre los sistemas proyectivos
correspondientes.

Sea n un entero positivo. Sea Sn el conjunto de valoraciones divi-
soriales “de longitud exactamente n”, es decir, las valoraciones divi-
soriales cuyo centro propio se alcanza exactamente tras n explosiones.
Dotamos a Sn de la topoloǵıa discreta (que es una estructura métri-
ca). Tenemos, para cada n, una aplicación πn de S a Sn que env́ıa una
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valoración no divisorial en la valoración divisorial que sigue sus n pri-
meros puntos. Estas aplicaciones son isometŕıas y forman un sistema
proyectivo. Por tanto, S es el ĺımite proyectivo de los Sn.

Por otro lado, se comprueba de modo elemental que Sn es isométrico
a (CP1)n, con lo que los ĺımites proyectivos de ambos sistemas son
isométricos. �

El siguiente resultado es una descripción somera de las propiedades
principales de S como espacio métrico. Las demostraciones son directas
y las dejamos a cargo del lector.

Proposición 89. La superficie estricta de Riemann, dotada de la
métrica anterior es un espacio métrico completo, totalmente desconec-
tado, que no es compacto y tal que las bolas son abiertas y cerradas
y están centradas en todos sus puntos; es decir si ν ∈ S, n ∈ N y
ν ′ ∈ B(ν, ε), entones B(ν, ε) = B(ν ′, ε).

Además de esto, hay en S un subconjunto que merece especial aten-
ción a la hora de estudiar las valoraciones de L’Hôpital para una deri-
vación:

Definición 90. Se denomina parte irracional de S y se denota por
I al conjunto formado por todas las valoraciones de rango 1 y rango
racional 2.

Este conjunto es denso en S, pero no es abierto.

3. La bóveda estrellada

Describimos a continuación la estructura del conjunto de valoracio-
nes de S que son de L’Hôpital respecto de una derivación determinada.
Obtendremos al final una clasificación de las singularidades simples
según la “forma” de dicho conjunto.

Fijemos una derivación ∂ del anillo O de gérmenes de funciones
holomorfas en el origen del plano complejo. Suponemos, como es habi-
tual, que si (u, v) es un sistema de parámetros para O, entonces ∂u y
∂v son primos entre śı.

Definición 91. La bóveda de ∂ es el conjunto

S∂ = {ν ∈ S : ν es de L’Hôpital para ∂}

Se tiene la siguiente

Proposición 92. Supongamos que ∂ tiene una singularidad simple
en el origen, con autovalores λ, µ. Se tiene una -y sólo una- de las tres
posibilidades siguientes:
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1. La singularidad es una silla-nodo con una separatriz no con-
vergente. En este caso, S∂ es un punto aislado de S.

2. λµ = 0 y ambas separatrices son convergentes, ó λµ 6= 0 y
λ/µ ∈ Q. La bóveda S∂ es vaćıa.

3. λµ 6= 0 y su cociente no es racional. La bóveda está formada
por una familia numerable de puntos de I y dos puntos “espe-
ciales” correspondientes a las dos separatrices. La bóveda S∂
no es un cerrado y tiene estructura “arbórea”.

Demostración. Los tres casos son mutuamente excluyentes por
la clasificación de singularidades simples de foliaciones [45]. Por los
lemas del caṕıtulo anterior y por estar trabajando en el anillo de gér-
menes de funciones anaĺıticas, en el segundo caso sabemos que no hay
ninguna valoración de L’Hôpital para ∂, aśı que la bóveda es vaćıa. En
el primer caso, se sabe que hay una única valoración de L’Hôpital para
la derivación; a la sazón, la definida por el contacto con la curva formal
no convergente invariante.

El tercer caso es el genérico. Se demostró en el caṕıtulo anterior
que las únicas valoraciones de L’Hôpital para ∂ son las dos correspon-
dientes a las separatrices y las de I que siguen puntos singulares de
los transformados estrictos de ∂ por explosiones. Más expĺıcitamente,
si ν es una valoración de S∂, y P es un punto de la sucesión de puntos
infinitamente próximos marcada por ν, entonces P es singular para el
transformado estricto de ∂. La “estructura arbórea” es la siguiente: en
la primera explosión hay dos puntos del divisor excepcional por los que
puede pasar una valoración de S∂. Tras realizar un número finito de
explosiones y centrarnos en un punto P , singular para el transformado
estricto de ∂, estamos en la misma situación que al principio, pues los
autovalores de este transformado estricto en ∂ siguen teniendo cociente
no racional. De hecho, si se define S∂n como el conjunto de valoraciones
divisoriales cuyos puntos infinitamente próximos asociados son todos
singulares para los transformados estrictos de ∂, se tiene que:

S∂ = ĺım
←
S∂n

⋂
I ∪ {ν1, ν2}.

donde ν1 y ν2 son las valoraciones correspondientes a las separatrices.
�

Esta proposición nos permite describir la bóveda estrellada de una
derivación cualquiera sobre O.

Sea ∂ una derivación de O sobre C, continua para la topoloǵıa
m−ádica y

π
M→ (C2, 0)
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la reducción minimal de las singularidades de ∂. Escribimos la descom-
posición irreducible del divisor excepcional

E = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En.

Llamamos pij al punto intersección (si existe) de las rectas excepciona-
les Ei y Ej. Sean q1, . . . , qm los puntos singulares de la transformada
estricta de ∂ que están sobre la parte no singular de E. Sea {u1, . . . , ur}
el conjunto de los puntos pkl y qs tales que los autovalores de la parte
lineal de la transformada estricta de ∂ en ellos tienen cociente no racio-
nal y {v1, . . . , vt} el conjunto de los puntos qs tales que dicho cociente
es 0 y la separatriz que pasa por ellos -distinta del divisor excepcional-
es no convergente. Con estas hipótesis se tiene el siguiente

Teorema 93. La bóveda estrellada de ∂ es unión disjunta de los
r + t conjuntos siguientes:

a Por una parte, r bolas abiertas, una para cada punto del tipo
ui, cuyos elementos son todos valoraciones del tipo 3. El centro
de estas bolas es cualquier valoración de tipo 3 entre cuyos
centros esté ui, de L’Hôpital para ∂. El radio es 1/2d donde d
es la “distancia” de ui al origen: la longitud de la cadena de
explosiones que proyecta ui al punto (0, 0). Cada una de estas
bolas tiene la estructura “arbórea” descrita en la proposición
anterior.

b Por otra parte, t puntos aislados: las valoraciones de rango
1 de S que siguen los puntos infinitamente próximos de la
separatriz formal que pasa por el punto en cuestión.

Como se ve, la bóveda estrellada es, para una derivación genérica,
unión disjunta de bolas abiertas. De esta descripción se deducen los
dos corolarios siguientes:

Corolario 94. Un germen de foliación anaĺıtica singular en el
origen del plano complejo tiene una separatriz no convergente si y sólo
si su bóveda estrellada tiene al menos un punto aislado

Corolario 95. Sea ω un germen de foliación anaĺıtica en un en-
torno del origen de C2. Si existe una foliación con integral primera
meromorfa cuya reducción de singularidades es la misma -como mor-
fismo y con los mismos cocientes de autovalores en los puntos singulares
de la reducción- entonces su bóveda estrellada es vaćıa.

Como la reducción de singularidades -y los cocientes de autovalores-
está definida por un jet de ω finito, se tiene de manera inmediata el
siguiente
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Corolario 96. Si ω es una 1−forma anaĺıtica sin integral primera
meromorfa en el origen de C2 y existe una función meromorfa f tal que
la reducción de singularidades de df coincide con la de ω, entonces ω
coincide con df hasta el orden de determinación de df -que es el mismo
que el de ω.

Pensamos que la siguiente conjetura es razonable:
Conjetura: La bóveda estrellada de una 1−forma ω es vaćıa, si

y sólo si existe una función meromorfa f que coincide con ω hasta el
orden de determinación de ésta.

A modo de conclusión de este apartado, hacemos notar al lector que
no hemos incluido las valoraciones divisoriales en la bóveda estrellada
por no parecernos coherente ninguna definición de “distancia” de una
valoración divisorial a otra.

4. Parte inicial de una derivación respecto de una
valoración

Nos proponemos introducir en este apartado la noción de parte ini-
cial de una derivación respecto de una valoración divisorial. Lo vamos
a hacer en el caso de foliaciones planas. Para dimensión mayor, las de-
finiciones y los resultados se generalizan de manera directa cuando se
trabaja con valoraciones divisoriales cuyo último centro es un punto
cerrado. Para un estudio del álgebra graduada asociada a una valora-
ción, remitimos al lector a [50].

Partimos de una 1−forma ω (holomorfa, para fijar ideas, aunque se
puede trabajar igual en el caso algebraico y en el formal) en un entorno
del origen de C2. Sea [∂] la familia de las derivaciones de OC2,0 duales
de ω. Fijemos una valoración ν divisorial, y llamemos P a su centro
propio. Sea (x, y) un sistema de parámetros para OC2,0 y (u, v) sus
transformados estrictos en P , que son un sistema de parámetros para
OP . En [∂] tomamos un representante cualquiera

∂ = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y

con a, b ∈ C{x, y} tales que n = mı́n(ord(a), ord(b)) es mı́nimo. Si ∂̃ es
el transformado estricto de ∂ por la sucesión de explosiones marcada
por ν, hasta llegar a P , se escribe

∂̃ = ã(u, v)
∂

∂u
+ b̃(u, v)

∂

∂v
,

donde ã(u, v), b̃(u, v) ∈ C[[u, v]] ∩ OP .
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Definición 97. El orden de [∂] con respecto a ν es

ν([∂]) = mı́n(ν(ã), ν(b̃))− 1.

Proposición 98. El orden está bien definido y no depende de las
coordenadas (x, y).

Demostración. Veamos primero que está bien definido fijando
las coordenadas (x, y). Si

∂′ = a′
∂

∂x
+ b′

∂

∂y

es otro representante de [∂], entonces{
a = a′h
b = b′h

donde h es una unidad. Aśı pues, ∂′ = h∂. Como h es una unidad,
los transformados estrictos de ∂ y ∂′ difieren en otra unidad -el trans-
formado estricto de h-, de donde se deduce que el número ν([∂]) no
depende del representante.

Para demostrar que no depende de las coordenadas escogidas, se
procede por inducción sobre el número de explosiones necesarias para
llegar a P , teniendo en cuenta que, aunque los anillos locales en los
sucesivos centros de explosión no sean isomorfos, todos ellos son suba-
nillos de anillos de series de potencias formales y el orden no depende
de coordenadas, pues es una valoración. Dejamos los detalles a cargo
del lector. �

Si en lugar de trabajar con foliaciones lo hacemos directamente con
campos de vectores sin coeficientes comunes, podemos dar la misma

Definición 99. El orden ν(∂) de una derivación ∂ con respecto a
una valoración ν divisorial, centrada en el origen de C2 es el orden de
la familia [∂].

Definición 100. Sea ∂ una derivación de C{x, y} que cumpla que
mcd(∂x, ∂y) = 1 y sea ν una valoración divisorial centrada en el origen
de C2 tal que ν(∂) ≥ 0. La parte inicial de ∂ con respecto a ν es la
siguiente aplicación:⊕

γ≥0Oγ/Oγ+
Inν(∂)−→

⊕
γ≥0Oγ/Oγ+

[[aγ0 ], . . . , [aγn ]] 7−→ [Inν(∂)[aγ0 ], . . . , Inν(∂)[aγn ]]

Donde

Inν(∂)[aγ] =

 0 si ν (∂(aγ)) > ν(aγ) + ν ([∂])

[∂(aγ)] si ν (∂(aγ)) = ν(aγ) + ν ([∂])



4. PARTE INICIAL DE UNA DERIVACIÓN 57

para cualquier representante aγ de la clase [aγ]. Por construcción, este
objeto es una aplicación -no depende de los representantes-. Además,
no depende de las coordenadas -es intŕınseco al par (derivación, valo-
ración)- y se tiene el siguiente resultado:

Proposición 101. La aplicación Inν(∂) es una derivación del ál-
gebra graduada grν(A) =

⊕
γ≥0Oγ/Oγ+ asociada a ν.

Demostración. Como no depende de los representantes elegidos,
basta tomar un sistema de coordenadas (x, y) en el último centro de
ν para seleccionar representantes homogéneos de cada elemento ho-
mogéneo del álgebra graduada. La definición de Inν(∂) está hecha a
medida para que sea una derivación; dejamos los detalles al lector. �

Sea ω̃ = b̃du− ãdv el transformado estricto de ω en el centro propio
P de ν. Llamemos m al orden algebraico de ω̃ y ãm, b̃m a las partes
homogéneas de grado m de ã y b̃. El siguiente resultado es consecuen-
cia directa de la proposición anterior (donde por integral primera se
entiende integral primera racional homogénea de grado mayor que 0):

Corolario 102. Con las notaciones del párrafo anterior,

Inν(∂) = ãm
∂

∂u
+ b̃m

∂

∂v
⇔

 Inν(∂) no tiene integral primera
o bien
P es dicŕıtico para ω

La demostración es directa, pues tal campo homogéneo sólo puede
inducir una aplicación en grν(A) si no tiene integral primera homogénea
-en cuyo caso el cociente de autovalores no es racional- o, caso de que
la tenga, la integral primera es de grado 0 -que es el caso dicŕıtico. El
problema con las integrales primeras es que impiden definir una apli-
cación en grν(A), pues la imagen dependeŕıa del representante: habŕıa
representantes cuya derivada seŕıa 0 y otros cuya derivada no seŕıa nu-
la. Un ejemplo: ∂ = 2x∂/∂x− 3y∂∂y. Sea [u] = [x3y2] ∈ grν(C{x, y}).
Por un lado, u = x3y2 es un representante de [u], y es ∂u = 0. Por otro,
v = [x3y2 + x10] también representa a [u], pero ∂v 6= 0.

En el caso en que P sea un punto singular de la transformada
estricta de ω y ésta tenga orden 1 en P , el resultado anterior se puede
explicitar más:

Teorema 103. Sea P un punto singular de la transformada estricta
de ω. Supongamos que esta transformada se escribe en coordenadas
(u, v) en P de la siguiente forma

ω̃ = b̃du− ãdv
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donde el menor de los órdenes de ã y b̃ es 1 (es decir, P es una singu-
laridad pre-simple). Entonces el campo homogéneo

ã1
∂

∂u
+ b̃1

∂

∂v

induce una derivación en el álgebra graduada grν(A) =
⊕

γ≥0Oγ/Oγ+
si y sólo si o bien P es dicŕıtico o bien el cociente de los autovalores
de la forma inicial de ω̃ no es racional.

Si el punto es simple, la parte inicial de la derivación tiene integral
primera si y sólo si el cociente de los autovalores es racional (incluyendo
el 0), por lo que se tiene de manera directa el siguiente

Teorema 104. Si P es un punto simple de ω̃ -la transformada
estricta de ω tras una familia de explosiones-, λ, µ son los autovalores
de la parte inicial de ω̃ en P , y ν es la valoración divisorial definida por
P -es decir, la que sigue la cadena de puntos infinitamente próximos
que pasa por P y termina en él-, entonces, si ∂ es la derivación dual
de ω y ∂̃ su transformada estricta en P son equivalentes:

1 ∂̃ (y por tanto ∂) induce una derivación en el álgebra graduada
grν(A) =

⊕
γ≥0Oγ/Oγ+.

2 El cociente λ/µ no es racional.

4.1. Las valoraciones de L’Hôpital y el álgebra graduada.

Teorema 105. Sea ν una valoración sobre K y sea Oν su ani-
llo. Sea [∂] una distribución sin integral primera. Supongamos que ν
tiene como cuerpo residual el de las constantes de [∂]. Entonces son
equivalentes:

1. La valoración ν es de L’Hôpital para [∂].
2. Cualquier representante ∂ de [∂] que cumpla ν(a) ≤ ν(∂a)

para todo a ∈ Oν induce una derivación en el álgebra graduada
asociada a la valoración

grν(A) =
⊕
γ≥0

Aγ
Aγ+

por la aplicación natural de Oν en grν(A).

Demostración. 1⇒ 2) Por el Lema 52, al ser ν de L’Hôpital, se
tiene que

ν(a) ≥ ν(b) 6= 0⇔ ν(∂a) ≥ ν(∂b),

de donde

ν(a) > ν(b) 6= 0⇒ ν(∂a) > ν(∂b) y ν(a) = ν(b) 6= 0⇒ ν(∂a) = ν(∂b).
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Tomando un representante adecuado de [∂], podemos suponer
que ν(a) > 0 ⇒ ν(∂a) > 0 (Lema 1 de [41]). Fijemos un
isomorfismo

κ
ϕ→ A0

A0+

.

Por las consideraciones anteriores, si a ∈ Oν es un represen-
tante de [a] ∈ Aγ

Aγ+
la aplicación

Aγ

Aγ+

∂→ Aν

a 7→ ∂a

está bien definida1, pues la imagen de la clase no depende del
representante. El hecho de que estas aplicaciones induzcan una
derivación en grν(A) es consecuencia inmediata de que ∂ lo es
en Oν .

1⇐ 2) Por reducción al absurdo. Supongamos que ν no es de L’Hôpital.
Sea ∂ un representante de [∂]. Otra vez el Lema 1 de [41], ase-
gura la existencia de un par de elementos a, b ∈ Oν tales que
ν(a) > ν(b) > 0 pero ν(∂(a)) < ν(∂(b))2. Fijémoslos. Podemos
suponer, multiplicando a ∂ por un elemento adecuado de Oν
que ∂(a), ∂(b) ∈ Oν . Sean{

f = b
g = b+ a.

Estos dos elementos tienen las mismas imágenes en grν(A) y
sin embargo, ∂(f) tiene valoración mayor que ∂(g), aśı que ∂
no es ni siquiera una aplicación.

�

1En el caso en que γ = 0 se toma como representante del elemento [a], su
imagen ϕ(a) por el isomorfismo anterior.

2Esta afirmación no es la negación del enunciado de Rosenlicht, pero es fácil
comprobarla tomando ab y b2 en el caso en que ν(a) = ν(b).





CAṔıTULO 4

Ecuaciones de grado superior a 1

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar soluciones de ecuaciones di-
ferenciales holomorfas de grado superior, utilizando la identificación
entre una ecuación de este tipo y la superficie definida por la ecuación
en (C3, 0) dotada de la restricción de la forma dy−zdx. Las definiciones
de campo de vectores en una variedad anaĺıtica singular que utilizare-
mos -y todos los resultados previos- se puede encontrar en [42].

En [19] se estudian las soluciones de ecuaciones diferenciales de
grado mayor que uno, aunque en el caso infinitamente diferenciable
real. Puede consultarse también [51].

1. Definiciones preliminares

Sea V un subespacio anaĺıtica de un entorno abierto (un polidisco,
por lo general) de 0 ∈ Cn. El haz estructural de V , que llamaremos Ω,
es isomorfo a On/I, donde I es el haz de funciones holomorfas nulas en
V . Si B es un fibrado, denotaremos B̃ al haz de secciones holomorfas
correspondiente. Dado una haz H y un punto P , denotaremos por HP

a la fibra de H en P . Llamaremos Tn al haz de campos tangentes a Cn.
Por último, π será el morfismo canónico de O en Ω.

Definición 106. Un vector tangente a V en 0 es una derivación
en C:

t : Ω0 → C

Llamaremos espacio tangente a V en 0 y lo denotaremos S0, al
C−espacio vectorial de vectores tangentes a V en 0, que es isomorfo al
C−espacio vectorial de los vectores tangentes a Cn en 0 que se anulan
sobre I0. Por tanto, S0 es un C−espacio vectorial de dimensión finita.
De hecho, si m es el ideal maximal de Ω0, entonces S0 es isomorfo a
m/m2.

Las propiedades fundamentales del espacio tangente son (ver [42]):

1. dimS0 es el mı́nimo natural k tal que V se sumerge en Ck de

manera biholomorfa con su imagen. Además, S0 ' T
dimS0
0 .

2. V es regular en 0 si y sólo si dimS0 = dim0 V .

61
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3. Si V está sumergida en Cn, hay una subvariedad regular M ⊂
Cn de dimensión dimS0 que pasa por 0 y contiene a V .

Además, se tiene el siguiente resultado [42]:

Lema 107. Sea V un germen de subespacio de Ck en 0 y V ′ un
germen de subespacio de Ck′ en 0. Sean f : V → V ′ una aplicación
holomorfa y f ∗ la aplicación inducida entre S0 y S ′0. Se tiene:

1. La aplicación f es biholomorfa en 0 si y sólo si f ∗ es no sin-
gular.

2. Si k = dimS0 y k′ = dimS ′0 y f es biholomorfa en 0, entonces
cualquier extensión F de f a un entorno U de 0 en Ck es
también biholomorfa en 0.

Definición 108. Se llama dimensión de submersión de V al núme-
ro dimS0. Se dice que V está bien sumergido en Cn si n = dimS0.

2. Campos de vectores

Definición 109. Un campo de vectores holomorfo en un espacio
anaĺıtico A es una familia de aplicaciones v : x→ Sx para cada x ∈ A
tal que, si f ∈ O(A), entonces v(f) ∈ O(A). Llamaremos S̃ al haz
de gérmenes de campos de vectores holomorfos -sobreentendiendo el
espacio anaĺıtico.

Teorema 110. Sea i : A→ D un subespacio cerrado de un dominio
de holomorf́ıa D ⊂ Cn. Si v es un campo de vectores holomorfo en A,
entonces hay un campo de vectores t definido en todo D tal que di(v) = t
en A.

Demostración. Fijemos un sistema de coordenadas (z1, . . . , zn)
en Cn. Para x0 ∈ A, di(v) =

∑
ai(x0)

∂
∂zi

, y para f ∈ Onz0 , se escribe

di(v)(f) =
∑
ai(x0)

∂f
∂zi

(x0). Por tanto, ai(x0) = v(x0)(zi). De donde

ai ∈ O(A). Sean ahora ãi ∈ O(D) extensiones de las ai a todo D
-que existen por el Teorema B de Cartan. El campo en D dado por
t =

∑
ãi ∂
∂zi

cumple las condiciones. �

El siguiente resultado se debe a Rossi [42]

Teorema 111. Sea v un campo de vectores en A. Supongamos que
dim0A = k. Si v(0) 6= 0, entonces hay un entorno abierto U de 0 en D
-con las notaciones del teorema anterior-, un subespacio anaĺıtico V ′

de dimensión k − 1 y un abierto W de C tales que A ∩ U = W × V ′.
Es decir, el espacio inicial es localmente producto de “una recta” por
otro espacio.
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El siguiente resultado, probado en [36] se denomina en [35] “Teo-
rema de Nagano”:

Teorema 112. Sea D una distribución anaĺıtica involutiva sobre
un abierto V de Cn. Por cada punto de V pasa una única variedad
integral de la distribución D, maximal para la inclusión.

Corolario 113. Si A admite l campos de vectores linealmente
independientes en el origen, entonces A es localmente un producto de
una variedad regular de dimensión l por otro espacio anaĺıtico.

El siguiente resultado es bien conocido:

Teorema 114. El haz de gérmenes de campos de vectores holo-
morfos en un espacio anaĺıtico A es coherente.

Fijemos un espacio anaĺıtico A y sea S̃ el haz de gérmenes de campos
de vectores sobre A.

Teorema 115. La fibra Sx en un punto es isomorfa al módulo de
derivaciones del anillos locales Ax continuas para la topoloǵıa mx−ádica
(donde mx es el ideal maximal de cada anillo local).

Antes de estudiar la relación entre las foliaciones por curvas defini-
das en un espacio anaĺıtico y los campos de vectores, conviene recordar
algunas propiedades de las variedades normales.

Definición 116. Un germen de espacio anaĺıtica X en un entorno
de 0 ∈ Cn es normal si su anillo local es ı́ntegramente cerrado en su
cuerpo de fracciones. Si X es una superficie sumergida en C3 singular
en 0, entonces que sea normal es equivalente a que tenga singularidad
aislada en el origen.

Haremos uso también de la caracterización de las singularidades
normales:

Lema 117. Si X es un germen de variedad anaĺıtica sumergida
en un entorno de 0 en Cn y que es intersección completa local, son
equivalentes:

1. La variedad X es normal.
2. El origen es un punto regular de X o bien el conjunto singular

de X es de codimensión 2 en X y el anillo local de X es de
Cohen-Macaulay.

De aqúı se deduce que un germen de superficie anaĺıtica normal,
tiene siempre singularidad aislada.
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3. Foliaciones

En [22] se da la siguiente

Definición 118. Una foliación por curvas en un espacio anaĺıtic V
de dimensión pura n y regular en codimensión 1, es una foliación por
curvas no singular en una variedad anaĺıtica V −W , donde W es una
subvariedad de V de codimensión mayor o igual que 1 y que incluye el
lugar singular de V .

En la misma referencia se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 119. Sea V un germen de espacio anaĺıtico irreducible
complejo en un punto p. Supongamos que es no singular en codimensión
1. Sea F una foliación por curvas en V , no singular en V −W (con la
notación anterior). Entonces:

1. Existe un germen de campo de vectores X holomorfo en un en-
torno de p ∈ V que es tangente a F en todos los puntos en que
X no se anula. Además, este X es único salvo multiplicación
por una función meromorfa en p.

2. Si V es normal y existe un X tangente a F cuyo lugar de ceros
es de codimensión mayor que 1, entonces cualquier otro campo
que satisfaga las mismas condiciones es un múltiplo de X por
una función holomorfa no nula.

3. Si V es factorial en p (es decir, si su anillo de funciones es un
D.F.U.), entonces siempre existe un campo X que cumple 2.

4. Existe un número finito X1, . . . , Xp, de campos de vectores en
V tangentes a F tal que cualquier otro campo X tangente a F
cumple que (X)0 ⊃ (X1)0 ∩ · · · ∩ (Xp)0, donde el sub́ındice 0
significa “el lugar de anulación de. . . ”.

Dado un germen de superficie anaĺıtica (V, p), una resolución de
V es un morfismo holomorfo propio Φ : M → V , donde M es una
variedad anaĺıtica regular, tal que:

a La contraimagen de p por Φ es una unión finita K1 ∪ · · · ∪Km

de superficies de Riemann regulares y compactas, con cruza-
mientos normales.

b La restricción de Φ a M − Φ−1(p) es un biholomorfismo.

Es conocido (ver [1]) que todo espacio anaĺıticas tiene una resoluciones.
Sea, por tanto, Φ una resolución de un germen de superficie anaĺıtica
(V, p), se construye el grafo dual de Φ del siguiente modo: se añade un
vértice por cada componente irreducible Kj de la contraimagen de p
por Φ y una arista que une los vértices i y j si y solo si las curvas Ki

y Kj se cortan. Un grafo se llama árbol si es contráctil.
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Proposición: [4] Dada una foliación por curvas en un germen de
superficie normal (V, p) y dada una resolución Φ : Ṽ → V , existe una
foliación por curvas con singularidades aisladas en Ṽ cuyas hojas fuera
del divisor excepcional son las contraimágenes por Φ de las hojas de V .

Para campos de vectores (foliaciones) en gérmenes de superficies,
se tiene el siguiente resultado sobre existencia de separatrices:

Teorema 120. [4] Dado un germen (V, p) de hipersuperficie ana-
ĺıtica compleja normal que admita una resolución cuyo grafo sea un
árbol, y dado un germen de foliación anaĺıtica F en V singular sólo en
p, existe una curva anaĺıtica en V , invariante por F .

Este resultado incluye, claro está, el teorema de la separatriz de [5],
puesto que la resolución del plano complejo dada por Φ = Id es vaćıo
y, por tanto, es contráctil.

Los ejemplos más conocidos de superficies normales que admiten
una resolución cuyo grafo es un árbol son las superficies con singulari-
dad racional:

Definición 121. Se dice que una singularidad aislada p de una
superficie anaĺıtica V es racional, si es normal y existe una resolución
Φ : V ′ → V tal que

H1(Φ−1(p),OV ′) = 0.

Más concretamente, las singularidades sándwich son racionales:

Definición 122 ([47]). Una singularidad p de una superficie ana-
ĺıtica V se dice que es de tipo sándwich si existen una curva plana
C ⊂ C2, 0, una resolución Φ : M → (C2, 0) de C, sumergida, y un
subgrafo Γ del grafo asociado a Φ tal que el siguiente diagrama conmuta:

(V, p) (C2, 0)-
ρ

M

η
�

�
�

��	

Φ

@
@

@
@@R

donde η es la contracción de M al colapsar el grafo Γ y ρ es la con-
tracción de las restantes componentes del divisor excepcional de Φ.

4. Ecuaciones ordinarias de grado superior a 1

En este breve apartado, aplicaremos los resultados de la sección
anterior a las ecuaciones ordinarias de grado mayor que uno: este tipo
de ecuaciones diferenciales pueden ser entendidas como un campo de
vectores en una superficie eventualmente singular.
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Fijemos una ecuación diferencial anaĺıtica ordinaria, de orden uno
pero de grado arbitrario m, finito (suponemos que f(0, 0, 0) = 0):

(E) ≡ f(x, y, y′) = 0.

Definición 123. Una solución de (E) será una curva anaĺıtica
plana de la forma y = y(x), con y(0) = 0, tal que f(x, y, dy

dx
) = 0. Una

separatriz de (E) será una curva anaĺıtica x = x(t), y = y(t) tal que
x(0) = y(0) = 0 y:

1. Si x(t) = 0, entonces, la ecuación

x′
m
f(x, y, 1/x′)

tiene como solución x = 0.
2. Si x(t) 6= 0, entonces f(x(t), y(t), ẏ(t)/ẋ(t)) = 0.

Sea ω la forma de contacto ω = dx−zdy. y S el germen de superficie
anaĺıtica de (C3, 0) dado por f(x, y, z) = 0. Llamemos ω la restricción
de ω a la zona regular de S. Como S tiene dimensión 2, ω es una
1−forma integrable en S − Sing(S) y define, por tanto, una foliación
por curvas F , en S − Sing(S).

Hay dos posibilidades: la foliación F es no singular en un entorno
punteado de 0 ∈ S, con lo que define una foliación por curvas en
toda S (según la definición anterior) o bien el lugar singular de F
en S − Sing(S) es de codimensión 1. En cualquier caso, se tiene el
siguiente

Teorema 124. Sea f(x, y, y′) = 0 una ecuación diferencial ordina-
ria, anaĺıtica, de grado finito. Supongamos que el germen de superficie
anaĺıtica dado por f(x, y, z) = 0 tiene singularidad aislada y admite
una resolución cuyo grafo dual asociado es un árbol. Entonces existe
una separatriz de f(x, y, y′) = 0.

Demostración. Sea F la foliación en S − Sing(S) dada por la
restricción de ω a S − Sing(S). Supongamos primero que el lugar sin-
gular de esta foliación es de codimensión 1 en S − Sing(S). Este lugar
singular viene dado por las ecuaciones (f = 0, fz = 0, fx+zfy = 0), que
definen una curva anaĺıtica en un entorno del origen de C3, incluida en
S. Parametricemos una rama γ de esta curva:

γ(t) = (x = x(t), y = y(t), z = z(t)).

Dejamos para después la prueba de la siguiente:
Afirmación: Si la foliación F tiene como separatriz en S−Sing(S)

el eje z, entonces tiene también como separatriz al eje y.
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Por tanto, siempre que la foliación F tenga como lugar singular
en S − Sing(S) una curva, hay una curva anaĺıtica Γ, incluida en S e
invariante para F .

Supongamos, pues, que F es no singular en S−Sing(S). Aplicando
ahora el teorema de existencia de separatriz para foliaciones en super-
ficies singulares cuyo grafo de resolución es un árbol [4], obtenemos
una separatriz de la foliación F en S: es decir, una curva anaĺıtica Γ
incluida en S y que es invariante por F .

De todo lo dicho se concluye -salvo la prueba de la Afirmación- que
existe una curva anaĺıtica Γ ⊂ S, invariante por F en todo S−Sing(S).
La demostración termina con la prueba del siguiente

Lema: Una curva anaĺıtica Γ ⊂ S que es una hoja de F en S −
Sing(S) y que no es el eje z, se proyecta a (C2, 0) en una separatriz de
(E).

Demostración del lema. Basta observar que la foliación F pue-
de extenderse, en todo un entorno de 0 ∈ C3, a una foliación por curvas
F ′, tal que S es una variedad tangente a F ′. Para ello, tómese la folia-
ción por curvas definida en (C3, 0) por el campo holomorfo

X = fx + zfy
∂

∂x
+ z(fx + zfy)

∂

∂y
− fz

∂

∂z
.

Una separatriz de F ′ contenida en S y distinta del eje z, es una curva
anaĺıtica (x(t), y(t), z(t)) que es invariante por X. Si x(0) = 0, entonces
la curva satisface la condición x′mf(x, y, 1/x′) = 0. Si no, satisface la
otra condición y, en todo caso, obtenemos una separatriz de (E) �

Demostración de la afirmación. Recordamos su enunciado:
si el eje z es una variedad de puntos singulares para F , entonces el eje
y es una variedad invariante para F en S − Sing(S).

Observemos que los puntos singulares de la foliación F en S vienen
dados por las ecuaciones

f = 0, fz = 0, fx + zfy = 0.

La hipótesis es que estas tres funciones son combinación de (x, y). En
concreto f = λ1x+ λ2y. De aqúı se deduce que

fz = xλ1
z + yλ2

z

fy = xλ1
y + λ2 + yλ2

y

fx = xλ1
x + λ1 + yλ2

y

de donde

fx + zfy = (λ1
y + λ1

x)x+ zλ2 + λ1 + y(λ2
y + λ2

x),
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que, como tiene que ser combinación de (x, y), obliga a que λ1 = zλ2 +
h(x, y), para cierta función h. Por todo esto, se tiene que

f = xh(x, y) + zxλ2 + yλ2.

Ahora bien, como estamos suponiendo que (E) es de grado finito, tie-
ne sentido hacer el cambio z = 1/u. Obtenemos la misma ecuación
diferencial (E), pero “con x en función de y” -la llamamos (E)′:

(E) ≡ um(xh(x, y) +
1

u
xλ2(x, y, 1/u) + yλ2(x, y, 1/u)).

que admite como solución la curva por solución (x = 0, y = t). �

Ejemplos de superficies con singularidad aislada son las racionales
y, dentro de éstas, las sándwich (ver [47]). Es decir:

Corolario 125. Toda ecuación diferencial ordinaria de grado fi-
nito en dos variables, en un entorno del origen de C2, cuya ecuación
defina una superficie con singularidad racional admite una separatriz.

En [14, 13, 15], se estudian detalladamente las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de orden uno y grado dos, y se demuestran resultados
de existencia de soluciones convergentes en determinadas circunstan-
cias. Pensamos que las técnicas desarrolladas en este caṕıtulo son apli-
cables a -por lo menos algunas de ellas- estas ecuaciones.



CAṔıTULO 5

Dimensión mayor que 2

Vamos a hacer un somero estudio de las valoraciones de L’Hôpital
en cuerpos correspondientes a variedades de dimensión mayor que 2.
Puesto que el objetivo de la memoria es presentar los resultados más
importantes, lo cual pensamos haber conseguido en los caṕıtulos ante-
riores, en el presente nos limitaremos a anillos de funciones holomorfas.
La principal aportación de esta parte es la caracterización de las se-
paratrices de campos de vectores anaĺıticos y la definición general de
divisor dicŕıtico, para cualquier dimensión.

En [8, 11] se investiga el comportamiento de los campos de vectores
singulares en dimensión 3 compleja, pero desde la perspectiva de la
reducción de singularidades, sin tener en cuenta de modo esencial la
teoŕıa valorativa. Por otro lado, en [21] se relacionan las valoraciones
con los campos de vectores, desde el punto de vista de las sucesiones
de puntos infinitamente próximos y haciendo especial énfasis en los
desarrollos de Hamburger-Noether [6].

1. Centros dicŕıticos

Sea O = C{x1, . . . , xn} el anillo de series de potencias convergentes
en un entorno de 0 en Cn y m su ideal maximal. Llamamos M a su
cuerpo de fracciones (el cuerpo de funciones meromorfas en un entorno
del origen). Fijamos una derivación ∂ deM continua para la topoloǵıa
m−ádica, que escribiremos

∂ = ∂1 ∂

∂x1

+ · · ·+ ∂n
∂

∂xn

y para la que supondremos, sin pérdida de generalidad, que ∂i ∈ O y
que mcd (∂1, . . . , ∂n) = 1. Sea ν una valoración divisorial

M? ν→ Γ.

Que sea divisorial significa que existe una cadena de explosiones π =
π1 ◦ · · · ◦ πm de centros lisos y cada uno de ellos de codimensión mayor
o igual que dos,

Xm
πm→ Xm−1 → · · · → X1

π1→ X0 = (Cn, 0)

69
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y una subvariedad lisa D del divisor excepcional (a la que llamamos
centro de ν) tal que si I es el haz de ideales de D, entonces ν es
la valoración dada por el orden “según I”: es decir, ν(f) = k si y
sólo si f ∈ Ik − Ik+1 para cualquier f de O. En coordenadas: sea
(u1, . . . , un) una carta af́ın en la que I está generado por u1, . . . , up. Para
f ∈ O, ν(f) es el orden de f como serie en u1, . . . , up con coeficientes
en C{up+1, . . . , un}.

Sea ∂ un campo de vectores holomorfo en M , definido en U . En las
coordenadas anteriores, se escribe

∂ = ∂1 ∂

∂x1

+ . . .+ ∂n
∂

∂xn
,

donde cada ∂i es una función holomorfa en U . Llamamos orden de
∂ en P al mı́nimo de los órdenes de las ∂i, que no depende de las
coordenadas.

Nota 126. La subvariedad Z es degenerada para ∂, es decir, todos
sus puntos son singulares para el campo, si y sólo si, en el sistema de
coordenadas anterior, ∂i ∈ (x1, . . . , xk).

Definición 127. Siguiendo con las notaciones anteriores, sea Z
una subvariedad anaĺıtica lisa degenerada para un campo ∂. El cono
tangente a ∂ en Z, es la subvariedad anaĺıtica de E dada por las ecua-
ciones (homogéneas)

xi∆
j
m − xj∆i

m, i = 1, . . . , k

donde ∆l
m es el término de orden m del desarrollo ∆l de ∂l como series

en (x1, . . . , xk) y se supone que m es el mı́nimo tal que algún ∆l
m 6= 0.

Cuando el orden de ∆l es mayor o igual que m para todos los l entonces
el cono tangente a ∂ en Z es el conjunto de puntos singulares en el
divisor excepcional del transformado estricto de ∂ por la explosión de
centro Z.

Definición 128. Dada una valoración ν, el centro de ν tras una
explosión es el anillo local Oν que corresponde a la subvariedad de M
de codimensión máxima tal que ν está centrada en Oν, (es decir, si n
es el ideal maximal de Oν, entonces ν(O) ≥ 0 y ν(µ) > 0). Los centros
que consideraremos serán siempre de codimensión mayor o igual que
dos (los centros de codimensión mayor no dan valoraciones centradas
en puntos).

Nota 129. En este caṕıtulo, siempre que consideremos valoracio-
nes cuyos centros no son puntos cerrados de los respectivos divisores
excepcionales, nos restringiremos a abiertos coordenados en los cuales
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tales centros sean subvariedades lisas (de hecho, dadas por los ceros de
unas cuantas coordenadas). Estos argumentos no afectan a los resul-
tados, pues todos son de carácter genérico para abiertos de Zariski de
variedades algebraicas (los divisores), con lo que basta probarlos para
un abierto coordenado de la topoloǵıa usual, por pequeño que sea.

Lema 130. Con las notaciones anteriores, si una valoración ν cuyo
centro incluye al origen de coordenadas es de L’Hôpital para ∂, entonces
los centros Ci de ν en las sucesivas variedades son degenerados para
los transformados estrictos de ∂.

Demostración. Basta hacerla para el centro de la primera ex-
plosión. Sea Z = (x1, . . . , xk) el centro de ν en (Cn, 0) -como hemos
indicado, el centro es de codimensión mayor o igual que 2, con lo que
k ≥ 2. Escribimos

∂ = ∂1
∂

∂x1

+ · · ·+ ∂n
∂

∂xn
.

Podemos suponer que ν(x1) = · · · = ν(xk) > 0. Razonamos por reduc-
ción al absurdo. Pueden darse dos situaciones:{

∂1, . . . , ∂k 6∈ (x1, . . . , xk)
∃r ∈ {1, . . . , k} tal que ∂r ∈ (x1, . . . , xk)

En el segundo caso debe haber un i ∈ {1, . . . r} tal que ∂i 6∈ (x1, . . . , xk)
y por tanto ν(∂i) = 0. Entonces

ν

(
xrxi
xr
− ∂(xrxi)

∂xr

)
= ν

(
x2
r∂i
xr∂r

)
y la valoración del numerador es la misma que la del denominador, lo
que es una contradicción.

En el primer caso se tiene que (recordamos que k ≥ 2){
∂1 = ϕ1 + . . .
∂2 = ϕ2 + . . .

donde ϕ1, ϕ2 son monomios en los que no aparece ninguna de las va-
riables x1, . . . , xk. Se tiene:

ν

(
x1

x2

− ∂x1

∂x2

)
= ν

(
x1∂2 − x2∂1

x2∂2

)
y los monomios x1ϕ2 y x2ϕ1 no se eliminan, con lo cual la valoración del
numerador es otra vez la misma que la del denominador, contradicción.

�
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El lema previo es la clave para demostrar el teorema de caracte-
rización de los divisores genéricamente transversales a foliaciones por
curvas:

Teorema 131. En las condiciones anteriores, la valoración ν es
de L’Hôpital si y sólo si el transformado estricto del centro propio de ν
es genéricamente transversal a la transformada estricta de la foliación
y todos los centros de ν en las sucesivas explosiones son degeneradas
para ∂.

Demostración. ⇒) Que los centros son degenerados es el lema
anterior. Veamos la transversalidad genérica. Sea Z = (x1, . . . , xk) el
centro propio de ν en unas coordenadas algebraicas sobre O. Como
siempre, k ≥ 2. Dada una función f ∈ O, el valor ν(f) es el orden de
f como serie de potencias en las variables x1, . . . , xk con coeficientes
series en el resto de variables. Que el transformado estricto de Z sea
transversal genéricamente a la foliación quiere decir primero que el cono
tangente de ∂ en Z es vaćıo: esto es,

xi∂
m
j − xj∂mi = 0

para i, j ∈ {1, . . . k} (donde m es el orden -en el sentido anterior- de
los ∂j) y segundo, que

ν(∂1) = · · · = ν(∂k) ≤ ν(∂j) para j = k + 1 . . . n.

Razonamos por reducción al absurdo. Si el orden de alguna ∂j (para
j > k) es menor que m entonces es elemental encontrar un par de
f, g ∈ O que no cumplen la condición de L’Hôpital. Supongamos, pues,
que x1∂

m
2 − x2∂

m
1 6= 0. Entonces

ν

(
x1

x2

− ∂x1

∂x2

)
= ν

(
x1∂

m
2 − x2∂

m
1 + t.m.o

x2∂2

)
.

Por la hipótesis hecha, la valoración del numerador es exactamente
m + 1 y coincide con la del denominador. Por tanto, ν no podŕıa ser
de L’Hôpital.
⇐) Como el transformado estricto de Z es genéricamente transver-

sal a la foliación, se tiene que

xi∂
m
j − xj∂mi = 0

para todos los i, j ∈ {1, . . . k}, dondem es el menor de los órdenes de los
∂i para esos i. Veamos que la valoración es de L’Hôpital. Como antes,
si el orden de alguna ∂j, para j = k+ 1 . . . n es menor que m, entonces
el divisor excepcional no es genéricamente transversal. Aśı pues, todos
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esos órdenes son mayores o iguales que m. Tomemos a, b, c ∈ O tales
que ν(a) ≥ ν(b) > ν(c). Es(

a/c

b/c
− ∂(a/c)

∂(b/c)

)
=
c(a∂b− b∂a)
b(c∂b− b∂c)

.

Estudiemos las valoraciones de numerador y denominador del último
término. Para empezar, podemos escribir a, b, c como series de potencias
en x1, . . . , xk con coeficientes series de potencias en las demás variables.
Siempre que hablemos de orden querremos decir “orden como serie de
potencias en las k primeras variables”.

Vamos a ver que, dadas f, g ∈ On (el anillo de series de potencias
convergentes en un entorno del origen de Cn), que se escriben como
series de potencias en x1, . . . , xn (en la variedad explotada), si el orden
de f es distinto del de g, entonces, el orden de f∂g−g∂f es exactamente
la suma de los órdenes de f y g más m− 1. Para ello podemos suponer
que f y g son homogéneos de grados r y s, respectivamente. Tomando
el orden lexicográfico en las variables x1, . . . xn, hay un monomio f de
f y otro g de g máximos. Escribiendo{

f = fi1...inx
i1
1 . . . x

in
n

g = gj1...jnx
j1
1 . . . x

jn
n

se tiene que

∂(f) =
k∑
l=1

il∂lfi1...inx
i1
1 . . . x

il−1
l . . . xinn + t.m.o.

y que

∂(g) =
k∑
l=1

jl∂lgj1...jnx
j1
1 . . . x

jl−1
l . . . xjnn + t.m.o.

de donde
f∂g − g∂f =

=
k∑
p=1

(ip − jp)∂pfi1...ingj1...jnx
i1+j1
1 . . . xip+jp−1

p . . . xin+jn

n + t.m.o.

e imponiendo la condición de dicriticidad, queda

f∂g − g∂f =

= (r − s)
k∑
p=1

∂pfi1...ingj1...jnx
i1+j1−1
1 . . . xi2+j2

2 . . . xin+jn

n + t.m.o.

que podemos suponer, sin perder generalidad, que es distinto de 0.
Como (i1, . . . ik) y (j1, . . . jk) son máximos para el orden lexicográfico
y r y s son distintos, este término no se anula, con lo que su orden es
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exactamente r+ s+m− 1. En cambio, si r = s, el término que hemos
escrito (y todos los correspondientes a monomios de f y g de orden m)
se anulan, con lo que el orden de f∂g−g∂f es, por lo menos, r+s+m.

De toda la discusión anterior, se deduce que

ν

(
c(a∂b− b∂a)
b(b∂c− c∂b)

)
> 0.

con lo que se satisface la condición de L’Hôpital. �

Demostración alternativa. Damos a continuación una prueba
del enunciado anterior mucho más corta pero que, pensamos, puede ser
menos ilustrativa a la hora de entender el significado de la propiedad
de L’Hôpital para valoraciones.

Sea ν : M? → Z una valoración divisorial. Sea Õ el anillo de un
modelo de M tal que el ideal de ν en Õ es principal y sea f un gene-
rador de dicho ideal. Para demostrar el resultado, puesto que la noción
de valoración de L’Hôpital es invariante por morfismos birracionales,
podemos limitarnos a demostrar lo siguiente: la valoración ν es de L’Hô-
pital si y sólo si f = 0 es genéricamente transversal a la foliación dada
por ∂. O bien, puesto que la transversalidad es una condición genéri-
ca: ν es de L’Hôpital si y sólo si hay un punto P ∈ (f = 0) tal que
(f = 0) es transversal a la foliación dada por ∂ en P . Supongamos pri-
mero que ν es de L’Hôpital para cierta derivación ∂, pero que (f = 0)
no es genéricamente transversal a la foliación inducida por ∂. Como
estamos trabajando en el anillo de funciones holomorfas, localizando,
podemos suponer que ∂ es la derivación x′ = 1, y′ = 0 y, puesto que
(f = 0) ha de ser tangente, podemos tomar f = y. Con estas hipótesis,
ν(y) = 1, ν(x) = 0 y se tiene que

ν

(
y(x+ 1)

y(x− 1)
− (y(x+ 1))′

(y(x− 1))′

)
= (· · · ) = ν

(
2y2

y2(x− 1)

)
= 0

y, por tanto, ν no es de L’Hôpital.
Para el rećıproco, por la misma razón que antes, podemos tomar

(localmente) f = x, x′ = 1, y′ = 0. Si ν(a) = i y ν(b) = j, entonces a =
xia, b = xjb donde a y b son primos con x. Suponiendo que i ≥ j > 0,
es

ν

(
a

b
− a′

b′

)
= ν

(
(j − i)xi+j−1ab+ xi+j(· · · )

jx2j−1b+ x2j(· · · )

)
,

que es siempre mayor que cero. �

Hacemos notar que, si el orden de ∂l para algún l mayor que k, es
menor que m, el divisor excepcional no es genéricamente transversal a
la foliación, sino que es genéricamente no singular e invariante.
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2. Valoraciones y soluciones en dimensión arbitraria

Por último, vamos a estudiar la relación entre las soluciones de un
campo singular en cualquier dimensión y las valoraciones que son débil-
mente de L’Hôpital. Partimos, pues de un campo de vectores singular
X en un germen de variedad compleja regular M , de dimensión n.
Identificamos el campo con una derivación

On = C{x1, . . . , xn}
∂→ On

continua para la topoloǵıa µ−ádica, cuyas componentes suponemos,
para simplificar, que no tienen factor común. Llamando, como es habi-
tualM al cuerpo de fracciones de On, se tiene:

Teorema 132. Sea ν una valoración de M que corresponde la
sucesión de puntos infinitamente próximos definida por una curva ana-
ĺıtica o formal γ(t). Son equivalentes:

1. La valoración ν es débilmente de L’Hôpital para ∂.
2. La curva (eventualmente formal) es una separatriz de X. Es

decir, existe un λ ∈ C{{t}} (o en C[[t]]) que hace conmutativo
el siguiente diagrama:

O C{t}-
γ∗

O C{t}-γ∗

?

∂

?

λ(t) d
dt

Demostración. Si escribimos ∂ en las coordenadas que hemos
fijado, dada f ∈ O, es

∂f = ∂1
∂f

∂x1

+ · · ·+ ∂n
∂f

∂xn
.

Supongamos ahora que ν es débilmente de L’Hôpital para ∂, pero que
no corresponde a una curva invariante. Posponemos la demostración
del siguiente hecho:

Afirmación: Tras un número finito de explosiones con centros en
los puntos infinitamente próximos marcados por γ, el corte del trans-
formado estricto de γ con el divisor, es un punto regular para el trans-
formado estricto de ∂.

Suponiendo cierto este resultado, sea P el punto regular del trans-
formado estricto de ∂ al que llegamos siguiendo los puntos marcados
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por γ. Como es regular y el divisor es invariante1, el transformado es-
tricto ∂ de ∂ es rectificable “paralelamente al divisor excepcional”: es
decir, si xn = 0 es la ecuación del divisor excepcional, entonces

∂ = ∂
1 ∂

∂x1

y γ se puede suponer que tiene el mismo orden de tangencia con x1

y con x1 + x2. Aśı pues, las funciones x1 y x1 + x2, toman por ν los
mismos valores, que no son 0 y, sin embargo

ν

(
x1

x1 + x2

− ∂x1

∂(x1 + x2)

)
= · · · = ν

(
x2

x2

)
= 0.

De donde ν no es débilmente de L’Hôpital, contra la hipótesis.
Para probar el rećıproco, podemos suponer que λ(t) = 1, por co-

modidad. Aśı pues, dadas f, g ∈M, se escribe:

f

g
− ∂f

∂g
=

(f(
∑
gi∂

i)− g(
∑
fi∂

i)

g(
∑
gi∂i

donde, como siempre, los sub́ındices significan “derivación parcial res-
pecto de la coordenada” i−ésima. La condición de separatriz de γ =
(γ1, . . . , γn) significa que 

∂γ1
∂t

= ∂1(γ(t))
...
∂γn

∂t
= ∂n(γ(t))

Para comprobar la propiedad débil de L’Hôpital, suponemos que el
contacto de f y g con la curva no es infinito. De aqúı se deduce que
a ∂f y a ∂g les ocurre lo mismo. Por tanto, la valoración de 2 se
calcula “sustituyendo xi por γi(t)” y calculando el orden. Observemos
el resultado de esta operación en uno de los términos del numerador:∑

gi∂
i(γ(t)) =

∑
gi(γ(t))∂

i(γ(t))
2
=
∑

gi(γ(t))
∂γi
∂t

(t) =
∂g(γ(t))

∂t
.

Aplicando este razonamiento en todos los términos, se tiene que

ν

(
f

g
− ∂f

∂g

)
= ordt

g(t) ∂∂t
(
f
g

)
(t)

∂
∂t

(g(t))


que es mayor que 0 porque es la regla de L’Hôpital en una variable
compleja. �

1Esto lo podemos suponer aun en el caso dicŕıtico, haciendo un numero finito
más de explosiones.
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Demostración de la afirmación. Podemos suponer, tras ha-
cer un número finito de explosiones de punto, que la curva γ es no
singular y, que, de hecho, viene dada por las ecuaciones

γ(t) = (x1 = t, x2 = 0, . . . , xn = 0).

Con esta escritura, el que no sea separatriz se resume en la existencia de
un i ∈ {2, . . . , n} tal que ∂i(t, 0, . . . , 0) = ρi(t), donde ρ = (ρ1, . . . , ρn)
es una función anaĺıtica no nula. Sin perder generalidad, podemos su-
poner que ρ2(t) tiene orden mı́nimo, digamos k entre los i ≥ 2 para los
que ρi 6= 0. Aśı las cosas, tras exactamente k explosiones que siguen
los puntos infinitamente próximos marcados por γ, se llega a que

∂
2
(0, . . . , 0) 6= 0,

pues el orden del segundo coeficiente del campo baja estrictamente al
seguir esa cadena de puntos. Pero esto contradice el hecho de que γ
sigue puntos infinitamente próximos a 0 singulares para ∂. �

Nota 133. Es natural preguntarse sobre la generalización de los
resultados anteriores a valoraciones asociadas a subespacios anaĺıticos
que no sean curvas (v. gr. hipersuperficies). Pensamos que esto podŕıa
ayudar a entender las propiedades de los campos de vectores singulares
en dimensión mayor que dos, que no admiten curvas anaĺıticas solución
[23].





APÉNDICE A

Las valoraciones diferenciales de Seidenberg

En el caṕıtulo 0 introdujimos, entre otros conceptos, la relación que
muestra Seidenberg en [46] entre las derivaciones de un cuerpo y las
valoraciones. Aunque no es el objeto de estudio central en la presente
memoria, hemos créıdo oportuno presentar los resultados principales a
que hemos llegado, por su relación con las valoraciones de L’Hôpital.

Recordamos el resultado fundamental del citado caṕıtulo, relativo
a la dimensión 2:

Teorema 134 ([46]). Sea O = k[x1, . . . , xn] un dominio ı́ntegro
finito de dimensión 2 sobre un cuerpo k de caracteŕıstica 0 y sea m un
ideal primo de O. Supongamos que D es una derivación del anillo local
Om (es decir, D(Om) ⊂ Om). Entonces existe un anillo de valoración
centrado en m tal que la (extensión de la) derivación D lo env́ıa en
śı mismo. Si, además, D no es singular (esto es, D(m) 6⊂ m, entonces
el anillo de valoración es único.

La demostración se puede adaptar sin dificultad al caso en que O
es el anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un entorno del
origen de C2 y D es continua para la topoloǵıa m−ádica de O. A partir
de ahora supondremos que D es continua para esta topoloǵıa, que O
es el mencionado anillo de gérmenes y que se ha fijado un sistema de
coordenadas (x, y) y un isomorfismo O ' C{x, y}. Para unificar la
notación con el resto de la memoria, la derivación se denotará ∂. Si
∂x = a, ∂y = b, supondremos que mcd(a, b) = 1 -es decir, que el campo
tiene singularidad aislada en el origen-.

Hacemos uso impĺıcito del teorema “de uniformización local” de
campos (el paralelo del teorema de reducción de singularidades de Sei-
denberg, local): cualquier cadena de explosiones con centros en puntos
“cae” en singularidades simples o en puntos regulares. Cuando hable-
mos de valoraciones de cierto tipo, nos estaremos refiriendo a la clasi-
ficación del caṕıtulo 2.

El primer resultado se refiere a las valoraciones con infinitos expo-
nentes de Puiseux):

79
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Teorema 135. Ningún anillo de valoración correspondiente a una
valoración con infinitos pares de Puiseux es cerrado para ningún campo
de vectores anaĺıtico X.

Demostración. Sea (Pn)n≥0 la cadena de puntos infinitamente
próximos a (0, 0) marcada por una valoración ν de tipo 4. Por el teo-
rema de uniformización local, existe un k ≥ 0 tal que Pk es un punto
regular o una singularidad simple. Como ν “posee” infinitos pares de
Puiseux, podemos suponer que Pk es un punto regular del divisor ex-
cepcional y, por tanto, que es un punto regular para X. Por el teorema
de Seidenberg para dimensión 2, sólo hay un anillo de valoración cen-
trado en Pk y cerrado para X y es el correspondiente a la solución de
X única de X que pasa por Pk: el divisor excepcional. Puesto que la
valoración ν no es la que corresponde a esta componente del divisor
(pues ν no corresponde a ninguna curva de ningún modelo), el anillo
Oν no puede ser cerrado por X. �

1. El caso no dicŕıtico

En este apartado vamos a suponer, además, que el campo de vecto-
res dado por a∂/∂x+ b∂/∂y no es dicŕıtico, esto es, que sólo posee un
número finito de separatrices. Las valoraciones que vamos a estudiar
serán, a su vez, no divisoriales.

Como el anillo en el que trabajamos es henseliano, no existen valo-
raciones del tipo 1.b) -es decir, de contacto con una rama anaĺıtica de
una curva-, pues toda curva irreducible es anaĺıticamente irreducible.

Utilizaremos el siguiente lema, cuya prueba es una mera compro-
bación:

Lema 136. Supongamos que X = a∂/∂x+ b∂/∂y posee una singu-
laridad simple en (0, 0) y supongamos que es

a = X(x) = xk, b = X(y) = λy(1 + f2)

donde f2 es una serie de potencias convergente en un entorno de (0, 0)
con f2(0, 0) = 0 y donde k es un entero mayor o igual que 1. Sea
u = g/h ∈ M = O(0) una función meromorfa. Si escribimos g =
xi(xg1 + g2) y h = xj(xh1 + h2) donde gk y hk son series convergentes
y g2 y h2 sólo dependen de la variable y, entonces

X(u) = X
(g
h

)
=

=
xi+j(yg2h2yf2 + yg2h2y − yh2g2yf2 − yh2g2y) + xi+j+1η(x, y)

h2

donde η(x, y) es una serie de potencias convergente en x, y.
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Se tienen el siguiente resultado para valoraciones de curva anaĺıtica:

Teorema 137. Sea f ∈ C{x, y} una serie de potencias convergen-
te irreducible. Sea νf la valoración de tipo 1.a -contacto con f = 0-
correspondiente. Entonces Oνf

es cerrado para ∂ si y sólo si f = 0 es
una separatriz de X = a∂/∂x+ b∂/∂y.

Demostración. Supongamos que Oνf
es cerrado para X. Como

se dijo arriba, tras una cadena π de explosiones con centros los puntos
infinitamente próximos de f = 0, se alcanza un punto P ∈ π−1(0) que
es, o bien regular para X o bien una singularidad simple. En el primer
caso, por el teorema de Seidenberg, el único anillo de valoración cen-
trado en P y cerrado por X es el que corresponde a la rama del divisor
excepcional que pasa por P . Puesto que f es una serie de potencias, la
curva f = 0 no es dicha rama (es, por el contrario, una rama anaĺıtica
en (0, 0) ∈ C2), aśı que el anillo Oνf

no es cerrado para X, lo que con-
tradice la hipótesis. Por tanto, podemos centrarnos en una singularidad
simple y escribir

X(x) = xk, X(y) = λy(1 + f2)

donde f2 ∈ OP es una serie de potencias en x, y de orden al menos
1. (El caso de las sillas nodos no lo abordamos, pero la demostración
sigue exactamente el mismo razonamiento). Un elemento u ∈ Oνf

es
un cociente de series

u =
g(x, y)

h(x, y)

donde νf (g) ≥ νf (h). Suponiendo que el divisor excepcional en P viene
dado por la ecuación y = 0, sólo hemos de comprobar que el trans-
formado estricto de f , que llamamos f̃ , coincide con x (que es la otra

separatriz de X en P ). Supongamos, por el contrario, que f̃ 6= x.

Evidentemente, νf (f̃) = (1, r) (donde r < 0, por lo general). Co-

mo f̃ = 0 no es una separatriz, necesariamente νf (X(f̃)) < (1, 0).

Si ν(X(f̃)) < (0, 0), obtenemos una contradicción. Supongamos, por

tanto, que νf (X(f̃)) = (0, k) con k un entero no negativo. Sea R ∈ M
tal que Rνf (x) > (0, k). Se tiene que:

νf

(
X(

(
f

xR + f

))
= νf

(
(xR + f)X(f)− f(RxR +X(f))

(xR + f)2

)
=

= νf (X(f))−Rνf (x) < 0,

es decir, que Oνf
no es cerrado, contra la hipótesis.
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Para probar el rećıproco podemos, de nuevo, suponer que estamos
en una singularidad simple y que el divisor excepcional es y = 0. To-
memos g, h ∈M = O(0). Escribimos

g = xi(xg1 + g2) h = xj(xh1 + h2),

donde g2 y h2 son series de potencias en la variable y exclusivamente.
por hipótesis, es i > j o bien i = j y ordy(g2) ≥ ordy(h2). Al aplicar X
a u, se obtiene

X(u) =
xi+j(yg2h2yf2 + yg2h2y − yh2g2yf2 − yh2g2y) + xi+j+1(· · · )

h2
.

Si i > j, el numerador tiene automáticamente valor mayor que el de-
nominador. Si i = j, como el descenso del orden de g2 y h2 al derivar
se compensa con el factor y, ocurre lo mismo. Aśı pues, el anillo de va-
loración dado por x = 0 es cerrado para la derivación X. Y este anillo
es la imagen de Of por el morfismo de explosión. �

Teniendo en cuenta que la misma demostración se aplica para va-
loraciones de “contacto con un divisor”, se obtiene:

Teorema 138. Sea ν una valoración de contacto con un divisor
excepcional y X un campo de vectores no dicŕıtico. Entonces Oν es
cerrado para X.

Utilizando el lema 136, se demuestra sin dificultad el resultado para
valoraciones de tipo “exponente de Puiseux irracional”:

Teorema 139. Supongamos que X tiene una singularidad en el
origen y que no es dicŕıtico. Sea π una cadena finita de explosiones
que sigue singularidades de X y que termina en una esquina Q. Sea
ν una valoración de tipo 3, centrada en Q (y, por tanto, en (0, 0)). El
anillo Oν es cerrado para la derivación X.

Para terminar, las valoraciones de tipo contacto con una curva for-
mal se comportan como sigue:

Teorema 140. Una valoración de tipo contacto con una curva es-
trictamente formal f = 0 es cerrada para X si y sólo si f = 0 es una
separatriz de X.

Demostración. El directo se demuestra como el caso no formal -ν
debe seguir singularidades de X para que su anillo sea cerrado para la
derivación. El rećıproco es consecuencia directa del lema 65: si (tα, ϕ(t))
es una parametrización de Puiseux de f(x, y) = 0, con ordt(ϕ(t)) > α,
y u ∈M, entonces

∂u(tα, ϕ(t)) =
1

αtα−1
h(t)

d

dt
(u(tα, ϕ(t))).
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de donde, si ν(u) = ordt(u(t
α, ϕ(t))) ≥ 0, el orden en t de X(t) es

mayor o igual que cero. �

2. El caso dicŕıtico

Para tratar los campos de vectores con singularidades dicŕıticas,
enunciamos primero un resultado paralelo al lema 136, pero relativo a
la divisibilidad de una serie de potencias respecto de otra:

Lema 141. Sea X un campo de vectores anaĺıtico en un entorno
del origen de C2 y f una serie de potencias convergente nula en (0, 0).
Sean h = f ih y g = f jg dos series de potencias factorizadas (es decir,
h, g ∈ C{x, y}). Se tiene que

X

(
h

g

)
=
f i+j−1((i− j)ghX(f)) + f i+j(. . . )

g2
.

La primera consecuencia es

Proposición 142. Un anillo de valoración divisorial dado por f ∈
C{x, y} irreducible es cerrado para X si y sólo si f es una separatriz
de X, es decir, si y sólo si existe g ∈ C{x, y} tal que X(f) = fg.

De donde se deduce, finalmente el siguiente resultado, menos inte-
resante que el paralelo con valoraciones de L’Hôpital.

Teorema 143. Un anillo de valoración divisorial centrado en el
origen de C2 (i. e. que corresponde a una componente irreducible del
divisor excepcional de una cadena de explosiones en (0, 0)) es siempre
cerrado para X.

Demostración. Si el divisor no corresponde a una componente
dicŕıtica de X, el resultado se deduce del la proposición anterior, pues
dicha componente es una separatriz de X en un modelo adecuado de
M. Si, por el contrario, corresponde a una componente dicŕıtica, en-
tonces la ecuación de esta componente aparece como factor común de
los coeficientes de X cuando se escribe en coordenadas locales en el mo-
delo adecuado. Por tanto, dicha componente es una integral primera
de X. �

La imposibilidad de distinguir los divisores dicŕıticos surge, como
se aprecia en la prueba, de que la noción de Seidenberg no es invariante
bajo multiplicación del campo. Es decir, depende en cierta manera del
campo de vectores y no de la foliación -al contrario de lo que ocurre
con las valoraciones de L’Hôpital.





APÉNDICE B

Valoraciones y oscilación

Por último, presentamos brevemente un resultado que relaciona las
valoraciones de L’Hôpital con una propiedad de ciertas trayectorias de
campos de vectores anaĺıticos: la oscilación. Esta noción fue introdu-
cida en [7] a propósito de la conjetura del gradiente de René Thom:
una trayectoria de un campo gradiente anaĺıtico que se acumula en
un sólo punto tiene tangente. En dicho trabajo se demuestra que una
trayectoria “que sigue” los puntos infinitamente próximos de una rama
anaĺıtica y que oscila, automáticamente gira -en un sentido preciso- al-
rededor de tal rama. El rećıproco es similar. Aunque el hecho de que
una trayectoria siga los puntos infinitamente próximos de una rama es
un problema valorativo, no vamos a abordarlo en esta memoria. Sin
embargo, śı nos ha parecido interesante presentar la relación entre la
oscilación y la existencia de una valoración asociada al “ĺımite en la
dirección de una trayectoria”.

Necesitamos la definición precisa de oscilación. Sea M una variedad
anaĺıtica cualquiera y P ∈M un punto.

Definición 144 ([7]). Una curva γ : (0,∞) → M anaĺıtica se
dice que oscila en P si P es un punto ω−ĺımite de γ y existe una
función anaĺıtica f definida en un entorno de P tal que el conjunto
(f = 0) ∩ (γ(0,∞)) es infinito y γ(0,∞) 6⊂ (f = 0).

El resultado que vamos a probar es el siguiente

Teorema 145. Sea X un campo de vectores anaĺıtico en una va-
riedad anaĺıtica M de dimensión n. SeaM el cuerpo de fracciones del
anillo de gérmenes de funciones anaĺıticas en M cerca de un punto P .
Supongamos que γ es una trayectoria de X cuyo conjunto ω−ĺımite es
P . Entonces γ no oscila si y sólo si para cualquier f ∈ M, existe (es
decir, es un número real ó ±∞) el siguiente ĺımite:

ĺım
t→∞

f(γ(t)).

Si esto ocurre, entonces este ĺımite define un lugar enM cuya valora-
ción asociada es débilmente de L’Hôpital para la derivación X.
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Demostración. Probamos primero la equivalencia de las dos afir-
maciones y después abordamos la propiedad de L’Hôpital.

Para ver el rećıproco tomemos f ∈ OP . Por hipótesis, existe ĺım(f(γ(t)))
y es f(P ) (pues ĺımt→∞(γ(t)) = P ). Si f(γ(t)) tiene ceros acumulándo-
se en t =∞ y γ no está incluida en f , entonces h(γ(t)) = (f(γ(t)))′ =
X(f)(γ(t)) cambia de signo infinitas veces cerca de t =∞ y por tanto,
la función 1/h(γ(t)), no tiene ĺımite en t =∞.

Para probar el directo basta comprobar que ĺım a lo largo de γ es un
lugar: es decir, que es aditivo en los objetos cuya imagen es un número
real y que ∞ es “absorbente”: ∞ +∞ = ∞, a∞ = ∞ para a 6= 0.
Por las propiedades del ĺımite de funciones de una variable real, basta
con que demostremos que existe para toda f ∈ M. Sea f = g/h una
función meromorfa en un entorno de P . Si h(P ) 6= 0, entonces el ĺımite
existe y es igual a g(0)/h(0). Cuando h(0) = 0, sabemos que, como γ
no oscila, h(γ(t)) tiene signo constante y es no nula para t >> 0. Si
g(0) 6= 0, entonces el ĺımite existe y es ±∞. El único caso que resta por
estudiar es g(0) = h(0) = 0. Si g es la función nula, entonces el ĺımite
existe y es 0. Si no, entonces g(γ(t))/h(γ(t)) es una función real de una
variable real, de signo constante. Si su derivada tiene signo constante,
entonces existe el ĺımite. Pero al ser γ una trayectoria de X, se tiene
que (

g(γ(t))

h(γ(t))

)′
=

[hX(g)](γ(t))− [gX(h)](γ(t))

h2(γ(t))
=

=
[hX(g)− gX(h)](γ(t))

h2(γ(t))
,

que es el cociente de dos funciones anaĺıticas en P . Por ser γ no os-
cilante, ambas tienen signo constante y no se anulan para t >> 0, lo
cual termina la prueba del directo.

En el caso no oscilante, la propiedad débil de L’Hôpital de la valo-
ración asociada al lugar es consecuencia de la propiedad clásica para
las funciones anaĺıticas de una variable real. �
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23. X. Gómez-Mont and I. Luengo, Germs of holomorphic vector fields in C3 wit-
hout a separatrix, Inven. Math. 109 (1992), no. 2, 211–219.

24. R. C. Gunning and H. Rossi, Analytic functions of several complex variables,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1965.

25. E. L. Ince, Ordinary differential equations, Dover, New York, 1956.
26. E. R. Kolchin, Rational approximation to solutions of algebraic differential equa-

tions, Pro. Amer. Math. Soc. 10 (1959), 238–244.
27. H. Kurke, G. Pfister, and M. Roczen, Henselche ringe und algebraische Geo-

metrie, VEB, Berlin, 1975.
28. J. Liouville, (?), J. Math. Pures Appl 16 (1851), 133–142.
29. B. Malgrange, Ideals of differentiable functions, Tata Inst. of Fundamental Re-

search Studies in Mathematics, vol. 3, Oxford University Press, London, 1966.
30. M. Matsuda, First order algebraic differential equations, LNM, vol. 804,

Springer-Verlag, New York, 1980.
31. H. Matsumura, Commutative algebra, Benjamin/Cummings Publishing Com-

pany, 1980.
32. , Commutative ring theory, Cambridge Studies in Advance Mathematics,

Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1986.
33. J. F. Mattei and R. Moussu, Holonomie et intégrales premières, Ann. Sci. Ec.
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