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1. Practica 1l

Las dos primeras practicas son, en realidad, una introduccién a MATLAB y, en esta primera,
empezaremos por ver como hacer calculos basicos, tanto con escalares como con matrices o

vectores, para finalizar con el manejo de funciones.

1.1. Operaciones basicas

En MATLAB, los célculos como sumas, restas, multiplicaciones y divisiones se hacen, como con
cualquier calculadora, utilizando +, -, * y /, mientras que, para hacer potencias, el exponente
se escribe tras el simbolo ~. Debe tenerse en cuenta que la jerarquia de las operaciones se
estructura por niveles en el orden siguiente: en primer lugar las operaciones entre paréntesis,
luego exponentes, después productos y cocientes, y, finalmente, sumas y restas. Dentro de un
mismo nivel, las operaciones se realizan en el orden en el que aparecen escritas de izquierda a

derecha:

>> 27242+4%3/2
ans =

12
>> 27 (2+2)+4%3/2
ans =

22

Como se puede observar, el programa almacena el ultimo resultado en la variable ans (abre-

viatura de answer), si bien ese nombre se puede cambiar, haciendo, por ejemplo:

>> a=2+3

a=

El simbolo % permite introducir comentarios en una instruccién, ignordndose todo lo que se

escribe a su derecha:

>> b=2%a Y, Cadlculo del doble de a
b =
10

Debe tenerse en cuenta que los nombres de variables son sensibles a las maytusculas, deben
comenzar siempre con una letra, no pueden contener espacios en blanco y pueden nombrarse
hasta con 63 caracteres, que deben ser letras, nimeros o el simbolo _ de subrayado. Si se nombra

una variable con més de 63 caracteres se truncara el nombre de dicha variable.
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Aunque es posible, no es conveniente usar como nombres de variables las que MATLAB ya

tiene predefinidas como, por ejemplo, las siguientes:
pi: Da como resultado el valor del ntumero 7.

inf: Es la abreviatura de infinito y aparece como resultado cuando se intenta representar un

nimero demasiado grande.

NaN: Es la abreviatura de Not a Number y aparece cuando un célculo da lugar a una indeter-

minacion.
i 0 j: Representa v/—1, es decir, la unidad imaginaria.
Es posible hacer varios célculos en una misma linea, separdndolos por comas (,) que hace que

se visualice el resultado, o puntos y comas (;) que omiten el resultado de la operacién, pese a

que ésta se realiza:

>> a=2+1, b=3%2; c=3"2

a =
3
c =
9
>> b+1
ans =
7

Cuando se tienen varias variables almacenadas, podemos pedir informacion al programa sobre

una o mas variables, haciendo

>> whos a b

Name Size Bytes Class Attributes
a 1x1 8 double
b 1x1 8 double

o pedir informacion sobre todas las variables, con

>> whos
Name Size Bytes Class Attributes
a 1x1 8 double
ans 1x1 8 double
b 1x1 8 double
o 1x1 8 double
Para borrar variables, se utiliza clear. Si se ejecuta clear variablel variable2 ..., se

eliminan las variables especificadas, mientras que, si ejecutamos clear, se borran todas las

variables:
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>> clear a b
>> a+1
7?77 Undefined function or variable ’a’.
>> c+2
ans =
11

>> clear
>> 2%c

7?77 Undefined function or variable ’c’.

No debe confundirse clear con clc, que borra la pantalla, pero no las variables almacenadas:

>> a=3

Para finalizar esta seccién, indiquemos que el signo igual (=), que se utiliza para asignar un
valor a una variable, no tiene el significado de igualdad matematica. Asi, por ejemplo, n=n+1
seria incoherente matematicamente, pero tiene sentido para MATLAB, si la variable n tiene

previamente asignado algun valor:

>> n=1
n=

1
>> n=n+1

n=

1.2. Vectores y matrices

Para crear un vector introducimos, entre corchetes, los valores deseados separados por espacios

O comas:

>> v=[2 4 6 8 10 12 14]

V=
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Si ahora queremos acceder a un elemento del vector, basta ejecutar v(n), donde n indica el

nuimero de coordenada que deseamos:

>> v(3)
ans =
6

Si ejecutamos la orden v([n1 n2 ...]), obtenemos los elementos de v que ocupan las posicio-

nes nl, n2; etc:

>> v([4 5 1])

ans =
8 10 2

Para definir la posicion deseada, también se puede utilizar end, end-1, ..., como podemos ver,

al hacer:

>> v([1 end-2 end])
ans =
2 10 14

Las érdenes anteriores, ademés de para obtener los elementos deseados del vector, sirven para

modificarlos, si se les asigna un valor,

>> v([1 end])=[0 -1]
V =

0 4 6 8 10 12 -1
y también para eliminarlos, haciendo:

>> v([1 end])=[]
v =
4 6 8 10 12

Se pueden generar vectores fila con las 6rdenes:

linspace(a,b,n): construye un vector de n elementos igualmente espaciados, siendo a el primer

elemento y b el tltimo. Si no se especifica n, su valor por defecto es 100.

a:h:b: construye el vector de mayor tamano posible, de elementos a, a+h, a+2h, ..., atkh, de
forma que el ultimo elemento, a+kh, esté comprendido entre a y b. Si no se especifica h, su valor

por defecto es 1.

A continuacién, vemos algunos ejemplos de uso de estas érdenes:
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>> linspace(4,14,6)

ans =
4 6 8 10 12 14
>> 9:-2:3
ans =
9 7 5 3
>> 3:2:10
ans =
3 5 7 9
>> 3:-2:10
ans =

Empty matrix: 1-by-0
>> 2:5
ans =
2 3 4 5

Veamos ahora cémo construir matrices: la forma es andloga a la de construccion de vectores, sin
m&s que separar por punto y coma (;) los vectores que forman las distintas filas de la matriz.

Por ejemplo, podemos hacer

>> A=[0 1 2;2 3 5;3 4 6]

A =
0 1 2
2 3 5
3 4 6
>> B=[7 7;8 8;9 9]
B =
7 7
8 8
9 9
>> C=[A B]
C =
1
3

y, como se puede ver en el ejemplo anterior, es posible unir matrices, siempre que sus dimensiones

sean coherentes.

El método para acceder a los elementos de una matriz es similar al usado con vectores, salvo
que ahora la posicién de los elementos deseados se fija con dos indices separados por una coma,
antes de la cual, se deben indicar las filas a las que se quiere acceder y, tras la coma, se deben

indicar las columnas:
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>> C(2,3)
ans =
5
>> C([1 31,2)
ans =
1
4
>> C(1:2,3:5)
ans =
2 7 7
5 8 8

Si se usa el signo dos puntos (:) como indicador de una linea, se obtienen todos los elementos

de esa linea:

>> C(1:2,:)
ans =
0 2 7 7
2 3 5 8 8
>> C(:,3)
ans =
2
5
6

Al igual que en el caso de vectores, las érdenes anteriores sirven para modificar o eliminar

elementos de la matriz:

>> C(1,[4 5])=[0 0]

C =
0 1 2 0 0
2 3 5 8 8
3 4 6 9 9
>> C(:,5)=[]
C =
0 1 2
5
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MATLAB permite generar matrices con distintas érdenes, como por ejemplo:

zeros(m,n): construye una matriz de ceros, de m filas y n columnas; si no se especifica m, se

toma m=n.
ones(m,n): es el equivalente a la orden anterior para construir una matriz de unos.
eye(n): construye la matriz unidad, de n filas y n columnas.

Asi, podemos hacer:

>> zeros(2,3)
ans =
0 0
0 0

>> ones(3)

ans =
1 1 1
1 1 1
1 1 1
>> eye(2)
ans =
0
0 1

Las operaciones que se realicen con vectores y matrices se hacen en el sentido matricial, para
lo cual sera necesario que las dimensiones sean coherentes, si bien hay una excepcion: Si a una
matriz (0 a un vector, como caso particular de matriz) se le suma o resta un escalar (cosa que,
matemdaticamente, no tiene sentido), MATLAB suma o resta el escalar a todos los elementos

de la matriz:

>> A=[1 2;1 1]

A =
1 2
1 1
>> v=[1;-1]
v =
1
-1
>> Axv
ans =
-1
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>> vxA
??? Error using ==> mtimes

Inner matrix dimensions must agree.

>> A°2
ans =
3 4
2 3
>> A (-1)
ans =
-1 2
1 -1
>> A+2
ans =

Para finalizar este apartado, se puede hacer lo que se denomina operar elemento a elemento
con una matriz. Para ello, las operaciones como *, / o ~ deben ir precedidas de un punto, como

se puede ver en los siguientes ejemplos:

>> A=[1 2;3 4], B=[0 1;2 3]

A =
3
B =
0 1
2 3
>> A.*B
ans =
0 2
6 12
>> A."B
ans =
1 2
9 64
>> A.72
ans =
1 4
9 16
>> 4./[1 2 4]
ans =

4 2 1
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1.3. Funciones en MATLAB

En esta seccién, se estudia la utilizacion de funciones en MATLAB. Describiremos, en primer
lugar, algunas de las funciones més habituales, para, a continuacion, centrarnos en las formas

de definir nuestras propias funciones y de hacer calculos con las mismas.

1.3.1. Funciones predefinidas

MATLAB posee una enorme lista de funciones predefinidas de las que, a continuacién, vamos

a destacar las que utilizaremos mas frecuentemente.

Funciones que operan con vectores y matrices:

length(v): Halla el nimero de elementos del vector v.

[m nl=size(A): Halla el nimero de filas (m) y de columnas (n) de la matriz A.
sum(v): Halla la suma de los elementos del vector v.

sum(A): Halla el vector de sumas de los elementos de cada columna de la matriz A.
prod(v): Halla el producto de los elementos del vector v.

prod(A): Halla el vector de productos de los elementos de cada columna de la matriz A.
max (v): Halla el médximo de los elementos del vector v.

max (A): Halla el vector de méximos de los elementos de cada columna de la matriz A.
min(v): Halla el minimo de los elementos del vector v.

min(A): Halla el vector de minimos de los elementos de cada columna de la matriz A.
inv(A): Halla la inversa de la matriz regular A.

A’: Halla la traspuesta conjugada de la matriz A.

A.: Halla la traspuesta de la matriz A.

Funciones matematicas:

abs(x): Halla el valor absoluto de x, si x es real, y el modulo de x, si x es complejo.
exp(x): Halla e*.

log(x): Halla el logaritmo neperiano de x.

logl10(x): Halla el logaritmo decimal de x.

log2(x): Halla el logaritmo en base 2 de x.

sqrt (x): Halla la raiz cuadrada de x.

nthroot (x,n): Halla la raiz n-ésima de x.
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sin(x), cos(x), tan(x), cot(x), sec(x) y csc(x): Hallan, respectivamente, seno, coseno,

tangente, cotangente, secante y cosecante del angulo (en radianes) x.

asin(x), acos(x), atan(x), ...: Funciones trigonométricas inversas de las anteriores, con re-

sultado en radianes.

1.3.2. Definicién de funciones

Ademas de las funciones anteriores, en MATLAB, el usuario puede definir sus propias funciones,
que pueden ser de tipo numérico y de tipo simbdlico. La forma numérica estd pensada para
evaluar la funcién en uno o mas puntos, lo mas rapidamente posible, mientras que la forma

simbdlica es 1til para hacer calculos simbdlicos, como derivadas, integrales, etc.

Comencemos estudiando cémo definir funciones de forma simbdlica: Una forma es declarar
previamente como simbodlicas las variables a utilizar y, seguidamente, definir la funcién por
su relacién con dichas variables. Para declarar variables simbdlicas, la forma maés sencilla es
ejecutar la orden syms, escribiendo, a continuacién, y separadas por espacios en blanco, las
variables que se deseen. Asi, podemos construir f(z) = z* y g(z,y) = 2% — 9?, sin més que

hacer

>> syms X y

>> f=x"4

f =

x4

>> g=x"2-y"3
g =

x"2 -y~3

y ahora podemos hacer operaciones simbdlicas con f y g, como derivadas e integrales, por

ejemplo.

Para derivar, se utiliza el comando diff. Cuando se trabaja con funciones de una variable,
basta utilizar la orden diff (funcién) para hallar la primera derivada y diff (funcién,n)

para calcular la derivada enésima:

>> diff (f)
ans =

4xx~3

>> diff(f,3)
ans =

24%x

Si la funcion es de varias variables, las derivadas se hacen respecto de la variable principal, que
es la mas cercana a x, en el orden alfabético, salvo que especifiquemos otra, en cuyo caso, el
formato pasa a ser diff (funcién,variable) para calcular la parcial primera de una funcién

y diff (funcién,variable,n) para hallar la parcial enésima:
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>> diff(g)

ans =

2%x

>> diff(g,y,2)
ans =

_6*y

Para integrar, se usa la orden int. En el caso de funciones de una variable, con int (funcién),
hallamos una primitiva de una funcién y, para calcular la integral definida de una funcion, la

orden pasa a ser int (funcién,limite_inferior,limite_superior):

>> int (f)

ans =

x~5/5

>> int(£f,0,1)
ans =

1/5

Si la funcién a integrar es de varias variables, debemos especificar la variable de integra-
cién, por lo que el formato de las érdenes anteriores pasa a ser int(funcién,variable) e
int(funcidén,variable,limite_inferior,limite_superior). Al igual que en la orden an-
terior, si no se especifica dicha variable de integracién, MATLAB calculara la integral respecto

de la variable principal:

>> int(g)

ans =

x"3/3 - x*xy~3
>> int(g,y)

ans =

X"2%y - y~4/4
>> int(g,y,0,1)
ans =

x"2 - 1/4

Calcular el valor de una funcién simbdlica en un punto requiere la orden subs, con el formato
subs(z,t,a), que ordena al programa obtener el resultado de sustituir, en z, la variable t por
el valor a. Asi, siguiendo con f(z) = 2* y g(z,y) = 22 — ¢, para hallar f(2) o ¢(3,2) no es

valido ejecutar £(2) ni g(3,2), sino que debemos hacer:

>> subs(f,x,2)
ans =
16
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>> subs(g, [x y1,[3 2])
ans =

1

Con la orden subs, cuando se ordena calcular el valor de la funcién en una matriz o en un vector,
como caso particular de matriz, las operaciones se hacen elemento a elemento, calculando el
valor de la funcién en cada elemento de la matriz, como se puede observar en el siguiente

ejemplo:

>> subs(f,x,[1 2;3 4])
ans =
1 16
81 256

Seguidamente, pasamos a estudiar las funciones de tipo numérico: Ademads de definirlas por
medio de un archivo, método que estudiaremos mas adelante, una forma de construir una
funcion, directamente en la ventana de ordenes, es utilizar las llamadas funciones andnimas.
Para ello, la funcion se debe definir como @(variables) expresiodn, donde las variables deben
ir separadas por comas y expresién ha de ser la definicién, en funcion de las variables de las

que dependa. Por ejemplo, para construir la funcién f(r) = x? , bastarfa con

>> f=0(x) x°2
f =
e(x)x"2

y hallar el valor de la funcién en un punto, ahora es més sencillo ya que basta con, por ejemplo:

>> £(2)
ans =

4

Con este tipo de funcién no es posible hacer operaciones simbdlicas y, si intentamos aplicarles
diff o int, obtendremos un mensaje de error. Sin embargo, pasar de un formato a otro es

sencillo; por ejemplo, si queremos pasar f(z) = x* a la forma simbélica, podriamos hacer

>> syms X

>> f_sim=f (x)
f_sim =

x"2

y ahora ya podemos derivar o integrar, sin mas que aplicar:
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>> diff(f_sim)
ans =

2%x

>> int(f_sim)
ans =

x~3/3

Supongamos ahora que construimos la funcién simbélica g(z) = 23, por medio de

>> syms x, g=x"3

g:
x~3

y que deseamos pasarla a formato numérico. Una forma de hacerlo seria utilizar el comando

matlabFunction, en el que debe respetarse la F en maytsculas. Asi, con

>> g_num=matlabFunction(g)
g_num =
0(x)x."3

queda definida como funcién anénima, con la ventaja de que queda lista para operar elemento

a elemento y calcular, por ejemplo, el valor de la funcién en 2, 3 y 5, haciendo

>> g_num([2 3 5])
ans =

8 27 125
Debe tenerse en cuenta que si hubiéramos definido directamente

>> g=0(x) x"3

g:
(x)x"3

al hacer

>> g([2 3 5])
7?77 Error using ==> mpower
Matrix must be square.

Error in ==> @(x)x"3

obtenemos un mensaje de error, puesto que el vector [2 3 5] se interpreta como una matriz,

y MATLAB nos advierte de que, para hallar el cubo de una matriz, ésta debe ser cuadrada
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Recordemos que, si queremos aplicar una funcién numérica a un vector y hallar el valor de

~

la funcion en cada coordenada del vector, al definirla, las operaciones como ~, * o / deben ir
precedidas de un punto. En el ejemplo que estamos considerando, que es muy sencillo, bastaria
con ejecutar la orden g=@(x) x.73, pero, en casos més complicados, puede ser 1util definirla en
forma simbdlica, en primer lugar, y con el método que acabamos de estudiar, pasarla a formato

numérico.

Para finalizar este apartado, indicar que también se pueden definir funciones anénimas de varias

variables. Por ejemplo, para definir h(z,y) = 22 + y3 y calcular h(2, —1) , basta hacer:

>> h=0(x,y) x"2+y~3

h =
Q(x,y)x"2+y"3

>> h(2,-1)

ans =

3

1.3.3. Representaciones graficas

Para terminar con esta secciéon dedicada al manejo de funciones, veamos como representar

graficamente una funcién, utilizando la orden plot:

Si se ejecuta la orden plot([x1,x2,x3,...],[yl,y2,y3,...]) el programa representa los
segmentos que unen los puntos, (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3),..., como se puede ver en el siguiente

ejemplo:

>> plot([1 2 31,01 2 41)

35

251

151

3

Asi, para representar, por ejemplo, f(x) = x*, en el intervalo [—2, 2], basta hacer:

>> f=0(x) x.73
£ =
0(x)x."3
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>> xx=linspace(-2,2);

>> plot(xx,f(xx))

Si tenemos abierta una ventana grafica, al ejecutar una nueva orden plot, la grafica antigua se
sustituye por la nueva, salvo que apliquemos el comando hold on, en cuyo caso, a partir de
ahi, todas las gréaficas se hardn en la misma ventana, hasta que se cierre la misma o se ejecute

la orden hold off.

Asi, si a la grafica anterior le queremos anadir el eje horizontal, podemos hacer:

>> plot(xx,f(xx))
>> hold on, plot([-2 2],[0 01)

Por supuesto, es posible, aunque no se vera en este momento, modificar caracteristicas de las

graficas, tales como el color o el tipo de trazo, anadir un titulo, etc.

Para acabar con esta breve introduccion a las graficas de funciones, indiquemos como representar

funciones implicitas.
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Una forma es utilizar el comando ezplot. Para ello, escribimos la expresién de dos variables
que define la funciéon implicita como una cadena de texto, es decir, con los caracteres que la
componen entrecomillados con la comilla simple (’) y ejecutamos la orden ezplot (funcién),
con lo que se genera la gréafica, considerando la variable principal como variable independiente,

con ambas variables en el intervalo [—2m, 27].

Por ejemplo, para representar la hipérbola 22 — y? = 3, basta con ejecutar:
>> ezplot(’x"2-y~2=3")

xz—y2=3
T

Si ejecutamos ezplot (funcidn, [a b)), el intervalo de variacion de la variable independiente
pasa a ser [a,b] y se pueden especificar distintos intervalos para las variables, utilizando la
orden ezplot(funcién,[a b ¢ d]), que representa los puntos de la grafica para los que la

variable independiente pertenece al intervalo [a,b] y la dependiente al intervalo [c,d].

Veamos, como ejemplo, la gréafica de la lemniscata de Bernoulli (2 + 3%)? = 4(2* — y?):

>> ezplot (? (x"2+y~2) "2=4x%(x"2-y"2)’,[-2.5 2.5 -2 2])

0+yh=a 6%y

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25
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2. Practica 2

Siguiendo con la introduccion a MATLAB, en esta practica, estudiaremos, en primer lugar,
las funciones definidas en ficheros, con diversos ejemplos en los que introduciremos las 6rdenes
bésicas de programacion y, a continuacion, la precision de los calculos y sus distintas formas de

presentacion.

2.1. Ficheros de funcion

Podemos crear dos tipos de archivo con extension m: uno es el fichero de comandos y el otro el

fichero de funcion.

El de comandos contiene simplemente un conjunto de ordenes, que se ejecutan sucesivamente

al teclear el nombre del fichero en la linea de comandos.

Asi, si creamos un fichero datos.m con las érdenes

A=[1 2,3 4]
B=[1 2; 1 3]
C=A+B"2

al escribir datos en la ventana de érdenes y pulsar Enter, resulta:

>> datos
A=
2
3
B =
1
1
C =
10
7 15

Los archivos de funcién permiten definir funciones numéricas andlogas a las de MATLAB, con su
nombre, argumentos y valores de salida. La primera linea que no sea comentario debe empezar
por la palabra function, seguida por los valores de salida (entre corchetes), el signo igual (=)
y el nombre de la funcién seguido de los argumentos de entrada, entre paréntesis y separados

por comas, con lo que esa linea seria de la forma

function [y_1 y_2 ... y_m]=nombre(x_1,x_2, ... ,x_n)

siendo x_1,x.2, ... ,xn los argumentos de entrada de la funcién e y_1,y.2, ... ,ym las
variables de salida; nombre es el nombre que asignemos a la funcion que, aunque no es impres-

cindible, es muy aconsejable que coincida con el nombre del fichero en el que se va a guardar
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uncion; ir, seria recomen u r uar mo nombre.m. En i-
la funcion; es decir, seria recomendable que el fichero se guardase como nombre En las s
guientes lineas, deben definirse las variables de salida por sus relaciones con las variables de

entrada.

Una vez creado el fichero, ejecutando [y-1 y-2 ... ym]=nombre(x_1,x-2, ... ,xn), donde
a las variables de entrada se les habran asignado los valores que se deseen, MATLAB respon-

derda con los valores calculados para las variables de salida.

Ejemplo 2.1 Construyase un fichero de funcion, de nombre circulo.m, que tenga el radio de un
circulo como variable de entrada y su drea como variable de salida y, a continuacion, utilicese

para hallar el drea de un circulo de radio 2.

Solucion: Creamos el fichero circulo.m, con las 6rdenes

function a=circulo(r)

% Funcién a=circulo(r) para hallar el area
% de un circulo, a partir de su radio r
a=pi*r~2;

W@,

donde debe observarse que la linea en la que se define a termina con“;” para que, al hacer ese

calculo, no se muestre por pantalla el resultado del mismo.

También se ha escrito un comentario (tras el simbolo %), que sirva como ayuda cuando se

ejecuta help circulo:

>> help circulo
Funcién a=circulo(r) para hallar el &rea

de un circulo, a partir de su radio r
Por dltimo, para hallar el area de un circulo de radio 2, ejecutamos la orden:

>> area=circulo(2)
area =

12.5664

Nota: Como sélo hay una variable de salida, no es imprescindible declarar la funcién en la forma

[a]=circulo(r) y hemos utilizado, simplemente, a=circulo(r).

Ejemplo 2.2 Créese un fichero de funcion, de nombre rectangulo.m, que calcule el drea y el
perimetro de un rectangulo, a partir de su base y de su altura; sequidamente, utilicese para

hallar drea y perimetro de un rectangulo de base 2 y altura 3.

Solucion: Construimos el fichero rectangulo.m, con las érdenes
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function [area perimetro]=rectangulo(base,altura)

% Funcién [area perimetro]=rectangulo(base,altura) para

% hallar el area y el perimetro de un rectangulo, en este orden
area=base*altura;

perimetro=2*base+2*altura;

y hacemos:

>> [a pl=rectangulo(2,3)

Nota: Obsérvese que con

>> x=rectangulo(2,3)

X:

o bien

>> rectangulo(2,3)
ans =
6

sO0lo obtenemos la primera variable de salida, es decir, el drea. En general, si una funcién
tiene varias variables de salida y, al aplicarla, s6lo pedimos que calcule un valor de salida,
obtendremos como resultado la primera variable de salida; si pedimos que calcule dos valores
de salida, obtendremos como resultado las dos primeras variables de salida (en ese orden) y

asi sucesivamente.

Supongamos ahora que queremos prevenir que, por error, introduzcamos un valor negativo en
alguno de los argumentos de entrada. Entonces, podemos usar una estructura de la forma
if condicién
6rdenes_1

else 6rdenes_2
end

Esta estructura hace que, si condicién es cierta, se ejecutan érdenes_1 y, en el resto de casos,

se ejecutan 6rdenes_2.

Teniendo esto en cuenta, creamos el fichero rectangulo2.m con las 6rdenes
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function [area perimetro]=rectangulo2(base,altura)
% Funcién [area perimetro]=rectangulo2(base,altura) para
% hallar el area y el perimetro de un rectangulo, en este orden
if base<=0 || altura<=0
disp(’Los argumentos de entrada deben ser positivos’)
area=[]; perimetro=[];
else
area=base*altura;
perimetro=2*base+2*altura;
end

donde se ha usado el operador ||, que es la forma de expresar la “o”disyuntiva y el comando
disp(’texto’) para que texto se muestre por pantalla. A continuacion, vemos ejemplos de

uso del programa:

>> [a pl=rectangulo2(2,-3)
Los argumentos de entrada deben ser positivos
a:

(]

(]
>> [a pl=rectangulo2(-2,3)

Los argumentos de entrada deben ser positivos

a =
(]
p =
[
>> [a p]=rectangulo2(2,3)
a =
6
p =
10

En el ejemplo anterior, hemos utilizado una estructura condicional que admitia Unicamente
dos posibilidades: condicion s6lo puede ser cierta o falsa. En el caso de que haya més de dos

opciones, podemos utilizar una estructura del tipo

if condicién_1
6rdenes_1

elseif condicidn_2
6rdenes_2

elseif condicidén_n
6rdenes_n

else 6rdenes_n+1

end
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que hace que el programa estudie si es cierta condicién_1, en cuyo caso ejecuta érdenes_1;
si es falsa, estudia condicién_2 vy, si ésta es cierta, ejecuta 6rdenes_2; si también es falsa, se-
guiria estudiando las condiciones establecidas hasta llegar a condicién_n; si es cierta, ejecutaria

6rdenes n y, en caso contrario, ejecutaria 6rdenes n+1.

Ejemplo 2.3 El precio base de una determinada modalidad de sequro, para cierto modelo de

coche, es de 300 euros y la compania, para calcular el precio final, tiene en cuenta lo siquiente:

Si el conductor tiene menos de 26 anos, el precio se incrementa un 25 %; si tiene entre 26 y 30
anos se incrementa un 10 %; si tiene entre 31 y 65 anos el precio no se modifica; si tiene mds

de 65 anos el precio se incrementa un 15 %.

Ademas, si el conductor tiene permiso de conducir con menos de 2 anos de antigiuedad, el precio

resultante se incrementa un 25 %.

Con estos datos, constriyase la funcion seguro(e,a) que calcule el precio final del sequro, en

funcion de la edad e y de la antigiedad a del permiso de conducir.

Solucién: Creamos el fichero seguro.m con las érdenes

function x=seguro(e,a)
% Funcion x=seguro(e,a) que calcula el precio final del seguro
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

yA e ...... Edad del conductor
yA a ... Antigiliedad del permiso de conducir
% ARGUMENTO DE SALIDA:
yA X oo Precio final del seguro
e=floor(e); base=300;
if e<26
x=base*1.25;
elseif e<=30
x=base*1.10;
elseif e<=65
x=base;
else x=basex*1.15;
end
if a<2
x=x%*1.25;
end
if a<0
disp(’La antigiiedad del permiso no puede ser un nimero negativo’)
x=[];
end
if e<18
disp(’La edad no puede ser inferior a 18 afios’)
x=[];
end

donde hemos utilizado la orden floor(e) para redondear e al entero inferior.

A continuacién, vemos algunos ejemplos de uso de la funcién anterior:
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>> precio=seguro(25,5)
precio =
375
>> precio=seguro(25,1)
precio =
468.7500
>> precio=seguro(35,10)
precio =
300
>> precio=seguro(17,-1)
La antigiiedad del permiso debe ser un niumero positivo
La edad no puede ser inferior a 18 afios
precio =

(]

Ejemplo 2.4 Constriyase un fichero de funcion, de nombre factoriales.m, que calcule facto-
riales, estudiando previamente el dato de entrada, de forma que, si no es un numero natural,

se obtenga un mensaje de advertencia.

Solucion: Utilizaremos la estructura

for k=vector
6rdenes
end

que hace que, si vector tiene unas coordenadas x_1, x 2, ... , x n, entonces érdenes se ejecutan,

en primer lugar, para k=x_1, a continuacién, para k=x_2 y asi sucesivamente.

De esta manera, podriamos crear factoriales.m con las 6rdenes

function f=factoriales(n)
% Funcién f=factoriales(n) para calcular el factorial de n
if n==round(n) && n>=0
f=1;
for k=2:n
f=fxk;
end
else disp(’ATENCION: E1 dato de entrada debe ser un niimero natural’)
£={1;

end

Aqui, hemos utilizado la orden round(n) que redondea n al entero més proximo y, como n y
round(n) deben coincidir, hemos pedido que MATLAB los compare, utilizando un doble =,

para distinguirlo del = simple, que se utiliza para asignar un valor a una variable.

Podemos comprobar el funcionamiento del fichero con:
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>> factoriales(-2)
ATENCION: El dato de entrada debe ser un nimero natural
>> factoriales(pi)
ATENCION: El dato de entrada debe ser un nimero natural
>> factoriales(5)
ans =

120

Ejemplo 2.5 Dada una sucesion a,, créese el fichero suma_parcial.m, de forma que calcule
Sk = a1+ as + -+ ag; los datos de entrada deben ser una funcion numérica a, dependiente
de n, que represente el término enésimo de la sucesion, y que ha de ser definida previamente,

y el numero de sumandos k de la suma parcial.

Solucion: Escribimos, en el fichero suma_parcial.m, las 6rdenes

function s=suma_parcial(a,k)

% Funcién s=suma_parcial(a,k) para hallar a_1+a_2+ ... +a_k
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:
% a ...... Término enésimo definido previamente, como funcién
% numérica, en funcién de n
yA k...... Nimero de sumandos de la suma parcial
% ARGUMENTO DE SALIDA:
yA S ... Valor de la suma parcial
s=0;
for n=1:k
s=s+a(n);
end

y vamos a comprobar su correcto funcionamiento, hallando sumas parciales de la serie:

4 (—1)n!
X:: m—1

Para ello, podemos hacer:

>> x=0(n) 4*x(-1)"(n-1)/(2*n-1)
x =

@(n)4x*(-1)"(n-1)/(2%n-1)
>> suma=suma_parcial(x,300)
suma =

3.1383
>> suma=suma_parcial(x,3000)
suma =

3.1413
>> suma=suma_parcial (x,30000)
suma =

3.1416
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Nota: Cuando una funcién tiene como argumento de entrada otra funcién, como en este caso, en
el que la funcién x era argumento de entrada de la funcién suma_parcial, MATLAB espera que
la funcién x esté ya memorizada como funcién anénima. En el caso de que la funcién esté definida
a través de un fichero, hay que hacer un pequeno retoque en la orden suma _parcial (funcién,k)

que deberd pasar a ser suma_parcial (@funcién,k).

Como ejemplo, volvemos a la serie anterior, pero definimos su término enésimo en el fichero

a.m, con las érdenes

function y=a(n)
y=4%(-1)"(n-1)/(2*n-1) ;

y vemos que se obtiene un error, al ejecutar

>> suma=suma_parcial(a,30000)

7?77 Input argument "n" is undefined.
Error in ==> a at 2
y=4*(-1)"(n-1)/(2*n-1);

sin embargo, con

>> suma=suma_parcial (@a,30000)
ans =
3.1416

obtenemos el mismo resultado que cuando aplicibamos suma=suma_parcial (x,30000).

Para hallar de forma aproximada lim x,, un procedimiento muy habitual consiste en ir calcu-
n—0o0

lando elementos de la sucesion y utilizar como test de parada la condicion

siendo 7' una medida del error relativo con el que se desea trabajar. Eso si, para prevenir

posibles divisiones por cero, dicha condicién se suele plantear como:

[Tni1 — 2| ST |24

Ejemplo 2.6 Constriyase el fichero limite.m, de forma que calcule lim x,,.
n—oo

Los datos de entrada deben ser una funcion numérica x, dependiente de n, que represente el
término enésimo de la sucesion, y que ha de ser definida previamente, y la tolerancia relativa

T con la que se desea trabajar.

Solucion: Para resolver este problema, usaremos la estructura
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while condicién
6rdenes
end

que hace que se ejecuten las érdenes que se hayan establecido, mientras condicién sea cierta.

Asi, podemos crear el fichero limite.m, con las 6rdenes

function [1 n]=limite(x,T)
% Funcién [1 n]=limite(x,T) para hallar el limite de x_1,x_2,x_3,...
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

pA X oo Término enésimo definido previamente, como funcién
% numérica, en funcién de n

A T ...... Tolerancia relativa permitida

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

yA 1 ...... Valor aproximado del limite

yA no...... Nimero de orden del elemento que aproxima el limite
n=1; 1=x(1);

test_parada=0; % n es el contador de elementos
while test_parada==0
n=n+1;
test_parada=abs(x(n)-1) <= T*abs(l);
1=x(n);
end

y comprobar su funcionamiento, haciendo:

>> x=0(n) (n"2+1)/(2*n"2+3*n+5)
x =

@(n) (n~2+1)/(2*n"~2+3%*n+5)
>> [1lim n]=limite(x,1e-9)
lim =

0.5000

38731

Para finalizar este apartado, indicar que para prevenir que no haya convergencia, o que ésta sea
muy lenta, se suele anadir una condicion de salvaguarda que impida que el programa haga un
nimero excesivo de calculos o los haga de forma indefinida. En el ejemplo anterior, podemos
indicar que no se calculen mas de un nimero maximo de elementos, construyendo el fichero

limite2.m, a partir del fichero limite.n, de la siguiente forma

function [1 n]=limite2(x,T,N)
% Funcién [1 n]=limite2(x,T) para hallar el limite de x_1,x_2,x_3,...
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

% X v Término enésimo definido previamente, como funcién
% numérica, en funcién de n
yA T ...... Tolerancia relativa permitida

pA N ... Nimero maximo de elementos que se calcularan
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% ARGUMENTOS DE SALIDA:

yA 1 ...... Valor aproximado del limite
yA n...... Nimero de orden del elemento que aproxima el limite
n=1; 1=x(1);

test_parada=0; % n es el contador de elementos
while test_parada==0 && n<N

n=n+1;

test_parada=abs(x(n)-1) <= T*abs(l);

1=x(n);
end
if n ==

disp(’No converge con la precisién pedida.’)

disp(’El resultado no es el limite: es el dltimo elemento hallado.’)
end

(1))

donde hemos utilizado el operador &&, que equivale a la conjuncién “y”.

Asi, si intentamos hallar el limite de una sucesién no convergente, como n 1:
n

>> x=0(n) n~2/(n+1)
x =
@(n)n~2/(n+1)

>> limite2(x,1e-6,20000)
No converge con la precisién pedida.
El resultado no es el limite: es el ultimo elemento hallado.
ans =

1.9999e+004

2.2. Precision de los calculos

En MATLAB, la precision con la que se representan los niimeros reales internamente es siempre
la misma y estd entre 15 y 16 digitos. Esta precisién se puede ver con la orden eps(x), que

representa la distancia entre x y el siguiente niimero del ordenador. Por ejemplo, si ejecutamos

>> eps(10)
ans =
1.7764e-015

esto indica que, para el programa, el siguiente nimero a 10 es 10+1.7764e-015, por lo que, si

hacemos,

>> 10+107(-16)
ans =
10

vemos que se obtiene un resultado erréneo.
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Con las siguientes 6rdenes, podemos ver la evolucién de eps(x) y la pérdida de precisiéon que

resulta, a medida que crece x:

>> eps(0)
ans =
4.9407e-324
>> eps(1)
ans =
2.2204e-016
>> eps J, obsérvese que equivale a eps(1)
ans =
2.2204e-016
>> eps(1000)
ans =
1.1369e-013
>> eps(10716)
ans =
2

Otro problema que se produce al hacer operaciones con ntimeros grandes, cosa que se debe
evitar, siempre que sea posible, es que hay un valor concreto que es el niimero més grande que

puede manejar MATLAB. Dicho valor se puede obtener ejecutando

>> realmax
ans =
1.7977e+308

y esta limitacién hace que, al hacer calculos con niimeros grandes, puedan producirse errores o

que propiedades matematicas, de sobra conocidas, no sean validas:

>> 107308%2x0.1
ans =

Inf
>> 107308*(2*0.1)
ans =

2.0000e+307

Para finalizar, indicar que, por defecto, MATLAB muestra 5 cifras significativas, pero esto se
puede cambiar con la orden format (ejecutando help format, se obtiene informacién de las

opciones del comando format), como se puede observar, haciendo
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>> format long
>> pi
ans =

3.141592653589793
y para volver al formato por defecto:
>> format

Con independencia del formato que utilicemos, siempre podemos hacer que se muestren el

nimero de decimales que deseemos, utilizando la orden fprintf.

Un primer uso de dicha orden es presentar texto (que ird siempre entrecomillado, con la comilla

simple ’) como se puede ver en el siguiente ejemplo

>> fprintf (’Texto de ejemplo\n’)
Texto de ejemplo

donde se ha utilizado \n para forzar un cambio de linea.

Otra forma de utilizar este comando es para presentar texto y valores de variables: MATLAB,
al encontrar una orden del tipo fprintf(’...% ... % ... % ...”,x1,x2,x3, ...),sustituye
el primer simbolo de % por el valor de la variable x1, el segundo por el valor de la variable x2 y
asi sucesivamente, presentando dichos valores con el formato que se indique a continuacion de

los simbolos de%.

Como ejemplo, vemos una forma de presentar la longitud de una circunferencia de radio v/2:

>> r=sqrt(2); 1=2*pi*r
1 =
8.8858
>> fprintf(’Una circunferencia de radio %.2f tiene longitud %.6f.\n’,r,1)

Una circunferencia de radio 1.41 tiene longitud 8.885766.

Notese que con’,.2f y%.6f conseguimos que las variables r y 1 sean presentadas con 2 y 6

decimales, respectivamente.
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3. Practica 3

En esta practica, se inicia el estudio de las ecuaciones de una variable, con dos métodos de

resolucion: el método de biseccion y el del punto fijo.

3.1. Meétodo de biseccion

Dada una funcién real f(z), de variable x € R, nos planteamos el problema de calcular sus

ceros o raices, es decir, resolver f(x) = 0.

El método de biseccién, basado en el teorema de Bolzano, consiste en buscar dos valores, a y
b, en los que la funciéon f cambie de signo. Entonces, la funcion tiene que anularse en algin
punto entre a y b, con lo que una forma de resolver el problema seria denotar x al punto medio
del intervalo [a, b] y estudiar si f(z) = 0. En caso de serlo, habrfamos resuelto el problema vy,
en caso contrario, habrd que estudiar si f(a)f(x) < 0 o si, por el contrario es f(z)f(b) < 0.
Si f(a)f(x) < 0, la solucién estarfa en el intervalo [a, 2|, mientras que, si fuera f(z)f(b) < 0,

estarfa en el intervalo [z, b].

De esta forma, la longitud del nuevo intervalo al que pertenece la solucién es la mitad del
intervalo original, con lo que, repitiendo el procedimiento el niimero suficiente de veces, podemos
llegar a localizar la solucién en un intervalo de longitud tan pequena como se quiera y, en

definitiva, aproximar la solucién con la precisién que se desee.

Debemos tener en cuenta que, si se sabe que la solucién estd en [a,b], al aproximarla por el

punto medio del intervalo, el error maximo cometido es

b—a
2

con lo cual, si el método se aplica n veces, la cota del error seria

b—a
2n

por lo que una forma de garantizar que el error maximo fuese una cantidad E prefijada, seria

hallar n de forma que
b—a
2n

=F

y tras redondearlo al entero superior, si el resultado no es exacto, aplicar el método de biseccion

n veces.

Asi, una forma de programar todo lo anterior, como fichero de funcién, es crear el fichero

biseccion.m con las érdenes
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function x=biseccion(f,a,b,E)

% Funcién x=biseccion(f,a,b,E)

yA Método de Biseccién para resolver f(x) = 0

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

hoof oo Funcién numérica de la que se buscan los ceros

% a,b ... Extremos del intervalo de bisqueda de la solucién

% E ..... Cota del error absoluto: |x-r| <= E, siendo r la raiz exacta
% ARGUMENTO DE SALIDA:

% x .... Valor aproximado de la raiz

fa=f(a); fb=f(b);

if faxfb<O

N=ceil(log2(abs(b-a)/E)); % N° de iteraciones para que |x-r| <= E
N=max(N,1); % Se hace al menos una iteracién

for n=1:N
x=(a+b)/2; fx=f(x);
if £x==0

disp(’Solucién exacta’), return
elseif faxfx<0
b=x;
else
a=x;
end
end
else Y, Casos especiales
if fa==0
disp(’Solucién exacta’), x=a; return
elseif fb==0
disp(’Solucién exacta’), x=b; return
else
disp(’METODO NO APLICABLE:’)
disp(’La funcién no cambia de signo en los extremos’)
x=[1;
end
end

donde se han utilizado los comandos ceil (ceil(x) redondea x al entero superior, si x no es
entero) y return, que hace que los célculos se interrumpan en el punto en el que aparece dicho

comando.

Ejemplo 3.1 Obténganse, en el intervalo [—1,6], con un error mdzimo de 1072, los ceros de
la funcién f(x) =e* 2 —1In(z + 2) — 2x.

Solucién: En primer lugar, definimos la funcién y la representamos graficamente, ejecutando

las 6rdenes

>> £=0(x) exp(x-2)-log(x+2)-2*x
f =
Q(x)exp(x-2)-log(x+2)-2%*x

>> xx=linspace(-1,6);
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>> plot(xx,f(xx))
>> hold on, plot([-1 6],[0 0])

45

a0t

351

301

251

201

15

101

y vemos que la funcion tiene una raiz entre -1 y 0 y otra entre 4 y 5, por lo que, para calcularlas

con la precision requerida, basta hacer:

>> x1=biseccion(f,-1,0,1e-12)

xl =

-0.2314
>> x2=biseccion(f,4,5,1e-12)
x2 =

4.3575

3.2. Meétodo del punto fijo

Este método se utiliza para resolver ecuaciones de la forma f(z) = z, es decir, para calcular
un punto fijo de f que, graficamente, serfa hallar la interseccién de la curva y = f(z) con la

bisectriz del primer cuadrante y = x.

La idea es, partiendo de un punto xg, construir la sucesién z,.1 = f(z,), n € N; si se veri-
fican las hipotesis del teorema del punto fijo, dicha sucesién converge a la solucién buscada,

independientemente de la eleccién que se haga del punto de partida x.

Asi, construiremos la sucesion y utilizaremos como test de parada la condicién

‘f(xn) - xn’ _ ‘anrl - l'n‘

<T

siendo 7" una medida del error relativo con el que se desea trabajar. Para prevenir posibles
divisiones por nimeros préximos a cero, la plantearemos como |z,41 — z,| < T - |z,| vy, de
este modo, una forma de programar este método, como fichero de funcién, seria crear el fichero

ptofijo.m con las érdenes
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function [x n]=ptofijo(f,x0,T,N)
% Funcién [x n]=ptofijo(f,x0,T,N)
% Método de punto fijo para resolver f(x) = x

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

/S S Funcién numérica

hoox0 ... Punto de partida de las iteraciomnes
/A AN Tolerancia relativa permitida

% ON ... Nimero mdximo de Iteraciones

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

/D S Solucién

% n....... Nimero de iteraciones efectuadas

test_parada=0; n=0; % n es el contador de iteraciones
while test_parada==0 && n<N

n=n+1;

x=f (x0) ;

test_parada=abs (x-x0) <=T*abs (x0) ;

x0=x;
end
if n==

disp(’No converge con la precisién pedida.’)

disp(’El valor hallado no es la solucién, sino la tdltima iteracién:’)
end

x?—1

Ejemplo 3.2 Compruébese grificamente que la funcion f(x) = posee un punto fijo en

[—1,1] y calciilese el mismo, partiendo de xy = 0, con tolerancia relativa de 1075,

Solucién: Definimos la funcién y representamos la curva y = f(x), junto con la recta y = =z,

haciendo

>> f=0(x) (x.72-1)/3
f =
Q(x) (x.72-1)/3
>> xx=linspace(-1,1);
>> plot(xx,f(xx))
>> hold on, plot(xx,xx)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

-0.6

-0.81
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y se observa que hay un unico punto de corte, que es el punto fijo, que podemos hallar, ejecu-

tando:

>> x=ptofijo(f,0,1e-6,100)
X:

-0.3028

Ejemplo 3.3 Constriyase la funcion ptofijo2, modificando la funcion ptofijo, de manera
que la variable de salida contenga los valores de las iteraciones del método del punto fijo. A
continuacion, apliquense ptofijo y ptofijo2, con xy = 1, tolerancia relativa 10~% 3 100 como

mdzrimo de iteraciones, a la funcion:

==

Solucién: Creamos ptofijo2.m con las 6rdenes

function x=ptofijo2(f,x0,T,N)
% Funcién x=ptofijo2(f,x0,T,N)
% Método de punto fijo para resolver f(x) = x

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:
/S S Funcién numérica
hoox0 ... Punto de partida de las iteraciones
/A A Tolerancia relativa permitida
% N ....... Nimero maximo de iteraciones
% ARGUMENTO DE SALIDA:
h X ... Vector cuya dltima coordenada es la solucidn
% y las demds, las iteraciones anteriores
test_parada=0; n=0; % n es el contador de iteraciones
x(1)=x0;
while test_parada==0 && n<N
n=n+1;

x(n+1)=f (x(n));
test_parada=abs (x(n+1)-x(n))<=T*abs(x(n));

end
x(1)=[]; % Eliminamos el punto x0 de la sucesién
if n==

disp(’No converge con la precisién pedida.’)
end

y comprobamos su funcionamiento con la funciéon del ejemplo anterior:

>> x=ptofijo2(f,0,1e-6,100)
x =
Columns 1 through 7
-0.3333 -0.2963 -0.3041 -0.302565 -0.3028 -0.3028 -0.3028
Columns 8 through 10
-0.3028 -0.3028 -0.3028
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A continuacién, construimos la funcién g(z) con

>> g=0(x) sqrt((x+3-x74)/2)

g =
Q(x)sqrt((x+3-x74)/2)

y, al aplicar,

>> x=ptofijo(g,1,1e-6,100)

No converge con la precisién pedida.

El valor hallado no es la solucién, sino la dltima iteraciédn:
X =

0.9306

vemos que con 100 iteraciones no se encuentra el punto fijo, por lo que podriamos plantearnos

si el motivo es que hemos hecho pocas iteraciones. Sin embargo, al aplicar

>> x=ptofijo2(g,1,1e-6,100);

No converge con la precisién pedida.
si observamos los tltimos elementos de la sucesion, haciendo

>> x(95:end)
ans =
1.2611 0.9306 1.2611 0.9306 1.2611 0.9306

es claro que no merece la pena aumentar las iteraciones, ya que la no convergencia se debe a

que la subsucesién de elementos pares tiene distinto limite que la de elementos impares.
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4. Practica 4

Siguiendo con la resolucién de ecuaciones de una variable, en esta practica estudiaremos los

métodos de Newton-Raphson y de la secante, asi como la utilizacién de la orden fzero.

4.1. Meétodo de Newton-Raphson

Este método resuelve la ecuacién f(xz) = 0, como el limite de una sucesién construida de la
siguiente forma: partiendo de un punto z, se traza la tangente a la curva y = f(x), en el
punto (xo, f(z9)), y se corta con el eje OX, resultando un punto z;. A continuacion, se repite lo
anterior con x; para obtener x5 y asi sucesivamente. FEn el siguiente gréafico, se puede observar

lo anteriormente expuesto.

Y& y=f)

0 T, T, T, X

Asi, si calculamos la recta tangente en (xg, f(z9)), por medio de la férmula y — yo = m(x — o),

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0)

al cortar con la recta y = 0,

—f(x) = fl(xo)(x — 29) = —;,(g:))) =r—T) = Tg— ]]:’((xm?))) =
con lo que resulta,
T =10 — /(o)
f' (o)
y en general:

que plantearemos como |z, — x,| < T - |x,|, siendo T una medida del error relativo con el

que se desea trabajar.

Asi, una forma de programar el anterior algoritmo es crear el fichero de funciéon newton.m con

las érdenes:



Métodos Numéricos (Departamento de Matemdticas - EPI Gijén) Pagina 4.2

function [x n]=newton(f,f_der,x0,T,N)
% Funcién [x n]=newton(f,f_der,x0,T,N)
% Método de Newton-Raphson para resolver f(x) = 0

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

/S S Funcién numérica

% f_der ...... Funcién derivada de f en formato numérico
hoo ox0 ..ol Punto inicial del algoritmo

/A Tolerancia relativa permitida

ho N Nimero mdximo de iteraciones

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

ho X oo Solucién

% no.......... Nimero de iteraciones efectuadas

test_parada=0; n=0; % n es el contador de iteraciones
while test_parada==0 && n<N
n=n+1;
x=x0-f (x0) /f_der (x0);
test_parada=abs (x-x0) <=T*abs (x0) ;
x0=x;
end
if n==
disp(’No converge con la precisién pedida.’)
disp(’El valor hallado no es la solucién, sino la tdltima iteracién:’)
end

Ejemplo 4.1 Compruébese grdficamente que la ecuacion x® — 3x% — 18x + 17 = 0 tiene sus
tres soluciones en el intervalo [—4,8] y calcilense las mismas, aplicando el método de Newton-

Raphson, con tolerancia 1075,

Solucién: Definimos f(x) = 2® — 32% — 182+ 17 de forma simbdlica, para que MATLAB pueda
calcular su derivada y hallamos ésta, haciendo

>> syms x, f=x"3-3%x72-18%x+17
f =

x"3 - 3*x72 - 18%xx + 17

>> f_der=diff (f)

f_der =

3*x"2 - 6xx - 18

y, a continuacién, las pasamos a formato numérico y representamos y = f(z):

>> f_num=matlabFunction(f)
f_num =
@(x)x.*-1.8el-x.72.%3.0+x.73+1.7el
>> f_der_num=matlabFunction(f_der)
f_der_num =
O(x)x.*-6.0+x.72.%3.0-1.8el
>> xx=linspace(-4,8); plot(xx,f_num(xx))
>> hold on, plot([-4 81,[0 01)
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200

150+

100

50

-50
-4

Por 1ultimo, hallamos las soluciones:

>> x1=newton(f_num,f_der_num,-3,1e-6,200)
xl =
-3.5094

>> x2=newton(f_num,f_der_num,2,1le-6,200)
X2 =

0.8570
>> x3=newton(f_num,f_der_num,6,1e-6,200)
x3 =

5.6524

Ejemplo 4.2 Construyase la funcion newton2, modificando la funcion newton, de manera que
la variable de salida contenga los valores de las iteraciones del método de Newton-Raphson. A

continuacion, apliquese newton2, a la resolucion de la ecuacion del ejemplo anterior.
Solucion: Construimos el fichero newton2.m con las instrucciones
function x=newton2(f,f_der,x0,T,N)

% Funcién x=newton2(f,f_der,x0,T,N)
% Método de Newton-Raphson para resolver f(x) = 0

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

hoof ool Funcién numérica

% f_der ...... Funcién derivada de f en formato numérico

hoo o x0 L. Punto inicial del algoritmo

/A Tolerancia relativa permitida

ho N oLl Nimero médximo de iteraciones

% ARGUMENTO DE SALIDA:

/AR S Vector cuya dltima coordenada es la solucidn
yA y las demds, las iteraciones anteriores

test_parada=0; n=0; % n es el contador de iteraciones
x(1)=x0;
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while test_parada==0 && n<N
n=n+1;
x(n+1)=x(n)-f(x(n))/f_der (x(n));
test_parada=abs(x(n+1)-x(n))<=T*abs(x(n));

end
x(1)=[]; % Eliminamos el punto x0 de la sucesién
if n==

disp(’No converge con la precisién pedida.’)
end

y hallamos las soluciones del ejemplo anterior:

>> yl=newton2(f_num,f_der_num,-3,1e-6,200)
yi =
-3.6296 -3.5140 -3.5094 -3.5094 -3.5094
>> y2=newton2(f_num,f_der_num,2,1e-6,200)
y2 =
0.7222 0.8576 0.8570 0.8570

>> y3=newton2(f_num,f_der_num,6,1e-6,200)

y3 =
5.6852 5.6527 5.6524 5.6524

4.2. Método de la secante

Este método es una variacion del de Newton, en el que la recta tangente se sustituye por la
secante a la curva que pasa por dos puntos de la misma, con la ventaja de que, a diferencia del

método anterior, no requiere el calculo de la derivada.

Asi, resolveremos f(z) = 0, hallando el limite de una sucesién construida de la siguiente ma-
nera: partiendo de dos puntos xg, 1, trazamos la recta que pasa por los puntos (xg, f(zo))
y (z1, f(z1)), v se corta con el eje OX, resultando un punto xs. A continuacién, se repite lo
anterior con x; y xo para obtener x3 y asi sucesivamente. En el siguiente grafico, se resume lo

anterior:

Y+ @)

O Ly L &, &, X

Teniendo en cuenta que la recta que pasa por los puntos (xo, yo), (z1,y1) €s

Y—Y% _ Y1~ Y
r — T 1 — TIo
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la recta que une (xq, f(xg)) con (z1, f(x1)) tiene de ecuacién

y— fx1) _ fla1) — f(xo)

r — T Tr1 — X
x x1) — f(x
con lo que, si hallamos su interseccion con y = 0, resulta — f(@) = f@) = fzo) =
r — T r1 — X
1 — Xp 1 — 2o
= —f(z1) =rv—u = n— flo) =2

f(x1) = f(xo) f(x1) = f(mo)

con lo cual,
L1 — Zo

f(z1) — f(z0)

$2=$1—f($1)

y en general:
Tpt1 — Tp
S A [ R [

Dejaremos de hacer iteraciones, cuando |z,192 — Typ1| < T |2,41], donde T es una medida del
error relativo deseado, con lo que el método se puede programar, como fichero de funcién, de

la siguiente forma:

function [x n]=secante(f,x0,x1,T,N)

% Funcién [x n]=secante(f,x0,x1,T,N)

pA Método de la Secante para resolver la ecuacién f(x) = 0
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

/S S Funcién numérica

%o x0,x1 ...... Puntos iniciales del algoritmo

/A Tolerancia relativa permitida

% N ... ..., Numero maximo de iteraciones

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

ho X Solucién

% n ..., Nimero de iteraciones efectuadas

yO=£f (x0); yl=f(x1); test_parada=0; n=0;
%» n es el contador de iteraciones
while test_parada==0 && n<N
n=n+1;
x=x1-y1*(x1-x0)/(y1-y0);
test_parada=abs (x-x1)<=T*abs(x1);
x0=x1; yO=y1l; xl=x; yl=f(x1);
end
if n==
disp(’No converge con la precisién pedida.’)
disp(’El valor hallado no es la solucién, sino la dltima iteracién:’)
end

Ejemplo 4.3 Resuélvase nuevamente la ecuacion x® — 322 — 18z + 17 = 0, con la misma

tolerancia de los ejemplos anteriores, aplicando el método de la secante.

Solucién: Teniendo en cuenta la grafica que habiamos obtenido, podemos hacer:
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>> zl=secante(f_num,-4,-2,1e-6,200)
zl =

-3.5094
>> z2=secante(f_num,0,2,1e-6,200)
z2 =

0.8570
>> z3=secante(f_num,4,6,1e-6,200)
z3 =

5.6524

4.3. La orden fzero

Esta orden combina los métodos de biseccién y de la secante, para resolver la ecuacién f(z) = 0.
Para buscar una solucién cercana a x0, se ejecuta fzero (f,x0), si la funcién esta definida como

anénima, o bien fzero(@f,x0), si la funcion esta definida en un fichero.

Si en un intervalo [a,b] la funciéon cambia de signo, se puede ejecutar fzero(f, [a,b]) o
fzero(@f, [a,b]), dependiendo, al igual que antes, de que la funcién se haya construido de

forma anonima o en un fichero.
Ejemplo 4.4 Resuélvase la ecuacion senx — x + 1 = 0, utilizando fzero.

Solucién: Para que se verifique la ecuacion, debe ser
r=senz+1 = |z| <|senz|+1<2

con lo que, si hay soluciones, deben pertenecer al intervalo [—2,2]. Por ello, hacemos

>> f=0(x) sin(x)-x+1
f =
Q(x)sin(x)-x+1
>> xx=linspace(-2,2); plot(xx,f(xx))
>> hold on, plot([-2 21,[0 01)

25

15F

051

-05 1 1 1 1 1 1 1
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
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y vemos que existe una solucién cercana a 2, que podemos hallar ejecutando

>> fzero(f,2)
ans =

1.9346
o también se podria resolver por medio de:

>> fzero(f,[1 2])
ans =

1.9346
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5. Practica 5

En esta practica, iniciamos la resolucién de sistemas de ecuaciones con los métodos directos de
resolucion de sistemas lineales, que plantearemos de la forma Ax = b, donde A es la matriz
cuadrada de coeficientes del sistema, x el vector columna de las incégnitas, b el vector columna

de los términos independientes y supondremos que el sistema tiene una unica solucién.

5.1. Eliminacién gaussiana

La eliminacion gaussiana consiste, mediante operaciones elementales en las matrices A y b,
en transformar el sistema en otro equivalente con matriz de coeficientes triangular. Por ello,
empezaremos por programar dos algoritmos de resolucién para sistemas triangulares, aunque,
antes, vamos a ver el funcionamiento de las 6rdenes diag, triu y tril, que utilizaremos més

adelante, por medio de algunos ejemplos:

>> v=[1 2 3], diag(v)

v =
1 2 3
ans =
1 0 0
0 2 0
0 0 3
>> diag(v,-1)
ans =
0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
>> diag(v,2)
ans =
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
> A=[1 21 2;1 24 3;2336; 345 4]
A=
1 2 1 2
1 2 4 3
2 3 3 6
3 4 5 4
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>> diag(A)
ans =

1

2

3

4

>> diag(A,-1)
ans =

1

3

5
>> diag(A,2)

ans =

1
3
>> triu(A)
ans =
1 2
0 2
0 0
0 0
>> tril(A)
ans =
1 0
1 2
2 3
3 4

>> triu(A,-1)

ans =
1 2
1 2
0 3
0 0
>> triu(A,1)

ans =

o O O O
S O O N

a W s = g w O O S W b =

O O P =

> O W N B O O O S oY WwN

SO OO W N



Métodos Numéricos (Departamento de Matematicas - EPI Gijén) Pagina 5.3

>> tril(4,2)

ans =

w N =
Sw NN
aa W =
S OO W O

Sistema triangular superior:

Dado el sistema

@11 Q12 - A1n—1 A1n T by
0 axp --- A2n—1 A2n, o) by
0 0 tr Op_1p—1 Qn-1n Tp-1 bn—l
o o0 --- 0 Ann Ty by,

es sencillo obtener su solucién como

by, 1 -
xnz—;xk:_<bk_ > akjfw'>, k=n—1,mn=2 ..,1

a a
nn kk j=kt1
que podemos programar, con el siguiente fichero de funcién:

function x=sustitucion_regresiva(A,b)
% Funcién x=sustitucion_regresiva(A,b)
% Resolucién de Ax=b, cuando A es triangular superior
x=[]; [m nl=size(A);
if m“=n, disp(’ERROR: Matriz del sistema NO Cuadrada’), return, end
if m“=length(b), disp(’ERROR: Sistema NO Coherente’), return, end
if isequal(A,triu(A))==0
disp(’ERROR: Matriz NO Triangular Superior’), return
end
x=zeros(n,1); x(n)=b(n)/A(n,n);
for k=n-1:-1:1
x(k)=(b(k)-A(k,k+1:n)*x(k+1:n))/A(k,k);
end

Nota: isequal(A,B) devuelve el valor 1, si A=B, y es igual a 0, en caso contrario.

Sistema triangular inferior:

Si el sistema es de la forma

a1 0 cee 0 0 T b1
21 22 T 0 0 o) by
Ap—11 An—-12 *** QAp—1n-1 0 Tn—1 bn—1

An1 An2 e Apn—1 Qpn T, bn
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su solucién resulta

b 1 k—1
1
:L.l:_;xk:a_%(bk_jilaijj)’k:2’ 3,...,n

ai

que se puede programar de la siguiente manera:

function x=sustitucion_progresiva(A,b)
% Funcién x=sustitucion_progresiva(A,b)
% Resolucién de Ax=b, cuando A es triangular inferior
x=[1; [m nl=size(A);
if m"=n, disp(’ERROR: Matriz del sistema NO Cuadrada’), return, end
if m"=length(b), disp(’ERROR: Sistema NO Coherente’), return, end
if isequal(A,tril(A))==0
disp(’ERROR: Matriz NO Triangular Inferior’), return

end

x=zeros(n,1); x(1)=b(1)/A(1,1);

for k=2:n
x(k)=(b(k)-A(k,1:k-1)*x(1:k-1))/A(k,k);

end

Tras esto, pasamos a programar el método de Gauss. Como se sabe, consiste en hacer ceros
por debajo de la diagonal principal, usando como pivotes los elementos de dicha diagonal, por
lo que, de ser alguno nulo, debe buscarse algin elemento no nulo por debajo del mismo y, una

vez encontrado, proceder al intercambio de filas

De esta forma, el método podria programarse como sigue:

function x=gauss(A,b)
% Funcién x=gauss(A,b)
% Resolucién de Ax=b, por el método de Gauss
x=[]; [m nl=size(A);
if m“=n, disp(’ERROR: Matriz del sistema NO Cuadrada’),return, end
if m“=length(b), disp(’ERROR: Sistema NO Coherente’), return, end
for k=1:n
if A(k,k)==0
j=find(A(k+1:n,k),1);
if isempty(j)
disp(’ERROR:Matriz de coeficientes singular’), return

end
j=j+k; A(lk j1,:)=AC[j k1,:); b(lk jD=b([j kI);
end
for i=k+1:n
z=A(i,k);
A(i,k:n)=A(i,k:n)-A(k,k:n)/A(k,k)*z;
b(i)=b(i)-b(k)/A(k,k)*z;
end
end

x=sustitucion_regresiva(A,b);

En este fichero se han utilizado las 6rdenes find e isempty, que funcionan de la siguiente

forma:
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j=find(z,m): construye el vector j con las posiciones que ocupan, dentro del vector z, sus m

primeros elementos no nulos.

isempty(z): estudia si la variable z=[].

Si trabajasemos con aritmética exacta, el método que acabamos de programar seria suficiente
para resolver un sistema, pero hay que tener en cuenta que, al hacer ceros, se necesita dividir
por los pivotes y que, en MATLAB, si se divide por una cantidad préxima a cero, los errores de
redondeo pueden producir grandes errores en el cociente, por lo que una estrategia para mini-
mizar este problema consiste en elegir los pivotes como los elementos de mayor valor absoluto
posible. De esta forma, surge el llamado método de Gauss con pivoteo, que podemos programar

de la siguiente manera:

function x=gausspivoteo(A,b)

% Funcién x=gausspivoteo(A,Db)

% Resolucién de Ax=b, por el método de Gauss con pivoteo

x=[]; [m nl=size(A);

if m“=n, disp(’ERROR: Matriz del sistema NO Cuadrada’), return, end
if m“=length(b), disp(’ERROR: Sistema NO Coherente’), return, end

for k=1:n
[p jl=max(abs(A(k:n,k))); j=j+k-1;
if p==
disp(’ERROR:Matriz de coeficientes singular’), return
end
if k™=j
AClk j1,:)=AC[j k1,:); b([k j1)=b([j k1);
end
for i=k+1l:n
z=A(i,k);
A(i,k:n)=A(i,k:n)- A(k,k:n)/A(k,k)*z;
b(1)=b(i)- b(k)/A(k,k)*z;
end
end

x=sustitucion_regresiva(A,b);

En el archivo anterior, hemos utilizado la orden max con dos argumentos de salida, cuyo

funcionamiento es como sigue:

[max_v jl=max(v): da como resultados el mayor elemento de v, max_v, y la posicion j que

ocupa dicho elemento, dentro del vector v.

10 "z +y=1

de:
vy =2 , se pide

Ejemplo 5.1 Dado el sistema {

a) Denotar s y s1 a las soluciones obtenidas por el método de Gauss, con y sin pivoteo, res-

pectivamente.

b) Hallar, en porcentaje, el error relativo cometido al hacer la aproximacion s; ~ s, asi como

los errores absolutos cometidos en cada incognita.
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Solucioén:

Apartado a): Introducimos los datos y resolvemos, con

>> A=[1e-15 1;1 1], b=[1;2]

A =
0.0000 1.0000
1.0000 1.0000
b =
1
2
>> s=gausspivoteo(A,b)
g =
1.0000
1.0000
>> sl=gauss(A,b)
sl =
0.9992
1.0000

Apartado b): Para hallar los errores, basta hacer

>> error_porcentual=norm(sl-s)/norm(s)*100
error_porcentual =

0.0565
>> errores_absolutos=abs(sl-s)

errores_absolutos =

1.0e-003 *
0.7993
0

5.2. Factorizacion LU

Como se sabe, si la matriz A es regular, existe una permutacion de las filas de A, tal que

la matriz resultante se puede descomponer en la forma LU, donde L es una matriz triangular

inferior, con todos los elementos de la diagonal principal iguales a 1, y U es una matriz triangular

superior.

En otras palabras, si A es regular, existe una matriz de permutaciéon P, tal que PA = LU,

siendo L una matriz triangular inferior, con todos los elementos de la diagonal principal iguales

a 1, y U una matriz triangular superior. Asi, si se conocen L, U y P, el problema se reduce a

resolver dos sistemas triangulares.

Pues bien, en MATLAB, las matrices L, U y P se calculan ejecutando [L U P]=1u(A).
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Ejemplo 5.2 Resuélvase el sistema

LE2+$3:5
I’l—|—333:4

J]1+[E2:3

utilizando la descomposicion LU .

Solucién: Introducimos los datos y hallamos L, U y P, haciendo

>> A=[0 1 1;1 0 1;1 1 O]; b=[5§4§3];
>> [L U P]=1u(A)

L =
0
0
1
U =
0 1
1
0 -2
P =
0
0

con lo que, si en el sistema de partida Ax = b, multiplicamos por P, resulta
PAx=Pb — LUx=Dby, con by = Pb

y, haciendo U x =y, el problema se reduce a resolver L'y = by, que es un sistema triangular

inferior, y, a continuacion, el sistema U x =y, que es triangular superior.

Por tanto, hacemos

>> b1=P*b
bl =

4

5

3

>> y=sustitucion_progresiva(L,bl)

y:
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>> x=sustitucion_regresiva(U,y)

X =

5.3. Factorizacion de Cholesky

Si A es una matriz simétrica definida positiva, es posible descomponer A = LU, con L triangular
inferior y U triangular superior, de forma que L y U sean traspuestas una de la otra, con lo

que la factorizacion seria:

A='0UU

Pues bien, dicha matriz U, en MATLAB, se calcula ejecutando chol(A).

Ejemplo 5.3 Resuélvase el sistema

1 +xo+x3=0
I1+2$2+2$3:—1
Ty + 229+ 623 =1

utilizando la factorizacion de Cholesky, comprobando previamente que dicha factorizacion es

posible.
Solucién: Introducimos los datos

>> clear, A=[11 1;1 2 2;1 2 6], b=[0;-1;1]
A =

y se observa, a simple vista, que la matriz es simétrica, si bien se puede comprobar por medio
de:

>> isequal(A,A.’)
ans =
1

Para ver que A es definida positiva, calculamos sus menores principales, con
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>> for i=1:3, D(i)=det(A(1:i,1:i)); end
>> D
D =

y, como son todos estrictamente positivos, efectivamente, A es simétrica definida positiva.

Nota: Si A fuera de grandes dimensiones, convendria hacer:

>> min(D)
ans =
1

Asi, podemos factorizar A = 'UU, con U triangular superior, con lo que Ax = b pasa a ser
'UU x = by, como en el ejemplo anterior, denotando U x = y, el problema se reduce a resolver
el sistema triangular inferior ‘Uy = by, a continuacidn, el sistema triangular superior U x =y,

con lo cual:

>> U=chol(A)

U =
1 1 1
0 1 1
0 0 2
>> y=sustitucion_progresiva(U.’,b)
y =
0
-1
1
>> x=sustitucion_regresiva(U,y)
x =
1.0000
-1.5000
0.5000

5.4. La operacién \

En MATLAB, la solucién de Ax = b, se puede obtener sin mas que ejecutar A\b. Ademsds,
con esta operacion, el programa resuelve el sistema con algoritmos que se adaptan a las carac-
teristicas de la matriz de coeficientes. Por ejemplo: si la matriz es triangular, segtin sea superior
o inferior, utiliza sustitucién regresiva o progresiva, respectivamente; si es una matriz simétrica

definida positiva, utiliza la factorizaciéon de Cholesky, etc.

Ejemplo 5.4 Resuélvase el ejemplo anterior, utilizando la operacion \ .
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Solucion: Basta hacer

>> A\Db
ans =
1.0000
-1.5000

0.5000
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6. Practica 6

Para finalizar con los sistemas de ecuaciones, en esta practica, estudiaremos brevemente los
problemas de condicionamiento de sistemas lineales, para, a continuacion, estudiar la resolucién
de sistemas lineales, utilizando métodos iterativos, y terminaremos con el método de Newton-

Raphson de resolucion de sistemas no lineales.

6.1. Condicionamiento de sistemas lineales

El ndmero de condicion de una matriz A, que denotaremos cond(A), permite saber si la so-
lucién de un sistema Ax = b se vera afectada de forma importante, al realizar una pequena
modificacién en los coeficientes de A o b. Esto es importante, por ejemplo, cuando los datos

provienen de medidas experimentales, por lo que pueden contener errores.

Dicho ntimero de condicién es siempre mayor o igual que 1 y el hecho de que cond(A) > 1,
significa que pequenos cambios en los datos pueden alterar considerablemente la solucién del

problema.

Con MATLAB, el nimero de condicién de una matriz A se calcula ejecutando cond (A).

Ejemplo 6.1 Se considera el sistema Ax =b, donde

(1))

a) Calcular el nimero de condicion de A.

y se pide:

b) Denotando x a la solucion del sistema y X1 a la del sistema resultante al sumar una milésima
al ultimo elemento de A, hallar, en porcentaje, el error relativo cometido al hacer x ~ X1,
asi como el mayor error absoluto cometido en las incognitas, determinando en cudl de ellas

se produce dicho error mdzrimo.

Solucién:

Apartado a): Basta hacer

>> A=[-4 1;1 -4]

A =
-4 1
1 -4
>> cond(A)
ans =

1.6667
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Apartado b): Para hallar x, x; y los errores cometidos al hacer x = x;, ejecutamos

>> b=[1;1], x=A\b

b =
1
1
x =
-0.3333
-0.3333
>> A(2,2)=A(2,2)+0.001
A =
-4.0000 1.0000
1.0000 -3.9990
>> x1=A\b
xl =
-0.3334
-0.3334

>> error_porcentual=norm(x1-x)/norm(x)*100
error_porcentual =
0.0194
>> [error_absoluto jl=max(abs(xl-x))
error_absoluto =
8.8913e-005

j =

de lo que se deduce que el error relativo es del 0.0194 % y el mayor error absoluto (8.8913e-005)
se produce en la segunda incognita.

Ejemplo 6.2 Repitase el ejemplo anterior con el sistema Ax = b, donde:

3.021  2.714 6.913 1
A=\ 1.031 —-4.273 1.121 |, b=| 1
5.084 —5.832 9.155 1

Solucion: Basta seguir los pasos del ejercicio anterior, haciendo

>> clear, A=[3.021 2.714 6.913;1.031 -4.273 1.121;5.084 -5.832 9.155]
A =
3.0210 2.7140 6.9130
1.0310 -4.2730 1.1210
5.0840 -5.8320 9.1550
>> cond(A)
ans =
3.7269e+004
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>> b=[1;1;1], x=A\b

b =

[

-2.0000
-0.2298
0.9644

.0e+003 *

>> A(3,3)=A(3,3)+0.001

A =
3.0210
1.0310
5.0840

>> x1=A\b

x1l =
1.0e+003
-3.8620
-0.4436
1.8620

2.7140 6.9130
-4.2730 1.1210
-5.8320 9.1560

>> error_porcentual=norm(x1-x)/norm(x)*100

error_porcentual =

93.0950

>> [error_absoluto jl=max(abs(xl-x))

error_absoluto =

1.8620e+003

j =

6.2. Meétodos iterativos para sistemas lineales

A continuacién, pasamos a los métodos iterativos, comenzando por el del punto fijo para, como

consecuencia, obtener el método de Jacobi.

Método del punto fijo

Sea B una matriz cuadrada de orden n, ¢ € R", g la funcion vectorial que, a cada x € R™, le

hace corresponder

g(x)=Bx+c

y sea p(B) el radio espectral de B, es decir, el mdzimo de los mddulos de los autovalores de B.
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Entonces, la condicion p(B) < 1 es necesaria y suficiente para que la funcion g(x) posea un

inico punto fijo, es decir, ezista un unico x € R", tal que g(x) = x.

Ademds, si fijamos un punto cualquiera xo € R™ y definimos la sucesion
X1 = g(Xo), X9 = g(Xl), cee gy X1 = g(Xk)7 e
dicha sucesion converge al punto fijo de g.

Método de Jacobi

Consideremos el sistema Ax = b, siendo A una matriz cuadrada de orden n, descompuesta en
la forma A = D + L+ U, donde D es una matriz diagonal, L triangular inferior, con diagonal

principal nula, y U triangular superior, también con diagonal principal nula.

Suponemos que los elementos de la diagonal de A son todos no nulos, con lo que D es regular,

y definimos:
g(x)=Bx+c, con B=-DYL+U), c=D"b

Si desarrollamos g(x) = x, resulta
~-DYL+U)x+D 'b=x = —(L+U)x+b=Dx = b=(D+L+U)x = b= Ax

y, por tanto, resolver Ax = b equivale a resolver g(x) = x.

De esta forma, si p(B) < 1, a partir de cualquier xg € R", podemos hallar la solucién de

Ax = b como el limite de la sucesion:
Xp1 = 9(xx) =Bxp+¢ = xpp1=-D Y L+U)x,+D'b, k=0,1,2,...

Planteando la ecuacién anterior como Dxyy1 = b — (L 4 U)x;, y denotando a;; a los elementos

de A, b;alosdeby xl(-k) a los de xi, resulta

(k+1) (k)

ap 0 - 0 L1 by 0 ap - an o1
0 ap --- 0 x(zkH) by az 0 - ag, fék)
0 0 - apm o by api Gpy - O 2P

con lo que el elemento i-ésimo de la anterior igualdad es

(D) (g (k) k)

k (k) (k)
A3 T; 1Ty + Qiply "+ Q1T+ Qi1 Ty T ainal)) =

k1) 1 - (k) -
S xT; —a—” bl—zla”x] ,2—1,2,...,7?,
j=

J#i

y podemos programar el método como sigue:
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function [x k]=jacobi(A,b,T,N)

% Funcién [x k]=jacobi(A,b,T,N)

% Resolucién de Ax=b, por el método de Jacobi
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

/S Matriz cuadrada

% b Vector columna

hoo T ... Tolerancia relativa permitida
o ON L. Nimero maximo de iteraciones

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

/D S Solucién

% k ....... Nimero de iteraciones efectuadas

x=[]; k=0; % k es el contador de iteraciones
[m n]l=size(A);
if m"=n, disp(’ERROR: Matriz del sistema NO Cuadrada’), return, end
if m“=length(b), disp(’ERROR: Sistema NO Coherente’), return, end
if min(abs(diag(A)))==0
disp(’ERROR: Método no valido por existir elemento diagonal nulo’)
return
end
x0=zeros(n,1); x=zeros(n,l1);
test_parada=0;
while test_parada==0 && k<N

k=k+1;
for i=1:n
x(1)=(b(i)-A(i, [1:i-1 i+1:n])*x0([1:i-1 i+1:n]))/A(i,1);
end
test_parada=norm(x-x0)<=T*norm(x0) ;
x0=x;
end
if k==N

disp(’No converge con la precisién pedida.’)
disp(’El valor hallado no es la solucién, sino la dltima iteraciémn:’)
end

donde, como siempre, hemos utilizado

”Xn-i-l _XnH

<T
1%,

como condicién de parada, planteada en la forma ||x,11 — x,|| < T - |x,]|.

Ejemplo 6.3 Resuélvase el sistema

41+ a9 — 23+ 224 =1
T1+ 3 +23=1

Ty + 209+ 5234+ 1x4 =1
T, — X9 +2r3+ 614 =1

por el método de Jacobi, con tolerancia relativa 1075, comprobando previamente que es posible

aplicar dicho método.



Métodos Numéricos (Departamento de Matematicas - EPI Gijén) Pagina 6.6

Solucioén: Introducimos los datos, haciendo

>> clear, A=[4 1 -1 2;1310;1251;1-126], b=[1;1;1;1]
A=
-1

o
D = O N

e e

y, a simple vista, se observa que la diagonal principal de A la forman elementos no nulos, si

bien (en el caso de que A fuera de gran tamafio) se puede corroborar comprobando que

>> min(abs(diag(A)))
ans =
3

es distinto de cero.

A continuacién, descomponemos A =D + L + U

>> D=diag(diag(A))

D =
4 0 0 0
0 3 0 0
0 0 5 0
0 0 0 6

>> L=tril(A,-1)

L =
0 0 0
1 0 0
1 0 0
1 -1 2 0

>> U=triu(A,1)

U =
0 1 -1 2
0 0 0
0 0 1
0 0 0
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construimos la matriz de iteracion de Jacobi y hallamos su radio espectral, utilizando la orden

eig(B), que construye un vector, cuyos elementos son los valores propios de B,

>> B=-inv (D) *(L+U)

B =
0 -0.2500 0.2500 -0.5000

-0.3333 0 -0.3333 0
-0.2000 -0.4000 0 -0.2000
-0.1667 0.1667 -0.3333 0

>> radio_espectral=max(abs(eig(B)))
radio_espectral =
0.6171

y, al ser éste menor que 1, podemos resolver por el método de Jacobi, haciendo:

>> x=jacobi(A,b,1le-6,100)
x =

0.0858

0.2961

0.0258

0.1931

6.3. Sistemas no lineales

Para finalizar, estudiemos un sistema no lineal de la forma:

f1<1'1,$2,...,$ ):

n 0
fg(!L’l,SL’Q, e ,In) = 0

En primer lugar, se plantea en forma vectorial, denotando x = (x1,z2,...,x,) ¥y
fi(x)
fo(x)
f(x) =
fn(x)

con lo que el sistema de partida se reduce a f(x) = 0.

De los distintos métodos de resolucién que se pueden utilizar para un sistema de este tipo, nos
centraremos en el método de Newton-Raphson, basado en construir una sucesion x; convergente

a la solucién buscada.
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Dicha sucesion se define partiendo de una estimacion inicial xq y definiendo el resto de elementos

Ccomo
Xk+1 = X — [df(Xk)]_lf(Xk)

donde se ha utilizado la notacién:

on oh . on
O0xr, Oxy oz,
on oh | ok
Jf — O0x1 Oxo ox,,
Of Oh . Of
0xy Oxo oz,

Una forma de programar este método, como fichero de funcion, es la siguiente:

function [x k]=newton_n(f,df,x0,T,N)

% Funcién [x k]=newton_n(f,df,x0,T,N)

% Resolucién del sistema f(x)=0, por el método de Newton-Raphson
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

/S Funcién numérica vectorial (DIMENSION n x 1)

% af ....... Funcién diferencial de f, en forma numérica vectorial
% x0 ........ Estimacién inicial (DIMENSION n x 1)

hoo T ... Tolerancia relativa permitida

hoON L. Nimero mdximo de iteraciones

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

/S S Solucién

% k ....... Nimero de iteraciones efectuadas

test_parada=0; k=0; % k es el contador de iteraciones
while test_parada==0 && k<N

k=k+1;
h=-df (x0) \f (x0) ;
x=x0+h;
test_parada=norm(h)<=T*norm(x0) ;
x0=x;

end

if k==N

disp(’No converge con la precisién pedida.’)
disp(’El valor hallado no es la solucién, sino la tdltima iteracién:’)
end

Ejemplo 6.4 Hdllense los puntos de corte de la circunferencia x* + y> = 4 y la hipérbola

xy = 1.
Solucién: En primer lugar, hacemos las representaciones graficas, con

>> ezplot(’x"2+y~2=4’,[-5 5 -4 4])

>> hold on, ezplot(’x*y=1’), title(’Graficas de circunferencia e hipérbola’)
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Gréficas de circunferencia e hipérbola
T T T T T

y construimos la funcién vectorial f que define el sistema, planteandola en forma simbdlica,

para que MATLAB calcule las derivadas, por medio de

>> syms x y, f=[x"2+y"2-4;x*xy-1]
f =
xX"2 +y2 -4

xxy - 1

para, a continuacién, hallar su matriz jacobiana con la orden:

>> df=jacobian(f)

df =
[ 2xx, 2xy]
[ vy, x]

Tras esto, convertimos ambas funciones a numéricas vectoriales, ejecutando

>> f_num=matlabFunction(f,’vars’, [x y])
f_num =

0(x,y) [x."2+y."2-4.0;x.*y-1.0]
>> f_vectorial=0@(z) f_num(z(1),z(2))
f_vectorial =

Q(z)f_num(z(1),z(2))
>> df _num=matlabFunction(df,’vars’, [x y])
df _num =

@(x,y)reshape([x.¥2.0,y,y.¥2.0,x],[2,2])
>> df _vectorial=0Q(z) df_num(z(1),z(2))
df_vectorial =

Q@(z)df _num(z(1),z(2))

y, por ultimo, calculamos los puntos de corte, aplicando el método de Newton:
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>>

>>

p3

>>

pl=newton_n(f_vectorial,df_vectorial, [-2;0],1e-6,100)
-1.9319
-0.5176
p2=newton_n(f_vectorial,df_vectorial, [0;-2],1e-6,100)

-0.5176
-1.9319
p3=newton_n(f_vectorial,df_vectorial, [1;2],1e-6,100)

0.5176
1.9319
p4=newton_n(f_vectorial,df_vectorial, [2;1],1e-6,100)

1.9319
0.5176
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7. Practica 7

Iniciamos aqui el estudio de la aproximacion de funciones, con el que pretendemos resolver el

siguiente problema:

Dado un conjunto de puntos (x;,v;), ¢ = 1,2,...,n + 1, donde, generalmente, los y; serdn
los valores f(z;) que toma una cierta funcién f en los z;, se plantea el problema de calcular
una funcién, de manejo relativamente sencillo, que aproxime la funciéon f. La técnica que se
utilizara serd la de exigir que la funcién aproximante pase por los puntos de partida o, en su
defecto, “cerca”de ellos y, segun la técnica de aproximacion que utilicemos, cambiara la forma

de construir la funcién.

En esta préactica, nos centraremos en la interpolacion polinomica, que consiste en calcular un

polinomio que pase por todos los puntos (z;,y;).

Como quiera que MATLAB tiene 6rdenes especificas para manejar polinomios, empezamos por

hacer un breve resumen de ellas.

7.1. Polinomios en MATLAB

El polinomio p(z) = a,2" + ap_12" ' + -+ - + a7+ ag se puede representar por medio del vector
p=lan, an—1 --- a; aol] y, para manejar un polinomio escrito en formato vectorial, disponemos
de diversas érdenes, de entre las que utilizaremos las siguientes:

polyval(p,t): Evalda el polinomio p en t.

polyder (p): Deriva el polinomio p.

roots(p): Halla las raices del polinomio p.

conv(p,q): Multiplica los polinomios p y q.

A continuacién, vemos algunos ejemplos en los que se utilizan estas 6rdenes:

>> p=[1 1 1] % (Polinomio x~2+x+1)

p =
1 1 1
>> polyval(p,2)
ans =
7
>> pl=polyder(p)
pl =
2 1
>> r=roots([1 0 -9]) % (Raices de x72-9)
r =
3
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>> conv([1 1],[1 -1]) % (Producto de x+1 por x-1)
ans =
1 0 -1

7.2. Interpolaciéon de Lagrange

Dados n + 1 puntos (z1,%1), (2,Y2); - - - s (Tnt1, Ynt1), cON T; 7# x;, para i # j, existe un tnico
polinomio de grado menor o igual que n que pasa por todos ellos, denominado polinomio

interpolador. Dicho polinomio se puede calcular, utilizando la férmula de Lagrange, como

p(x) = yili(z) + yolo(z) + - - + Yngirlny1(2)

donde los [;(z) son los polinomios de Lagrange, que vienen definidos por:

Una forma de programar la construccién de los polinomios de Lagrange, como fichero de funcién,

es crear el fichero lagrange.m con las 6rdenes

function L=lagrange(x)
%  Funcién L=lagrange(x) que calcula los polinomios de lagrange
%  correspondientes a los nodos del vector x

% ARGUMENTO DE ENTRADA:
h X oo Vector que contiene los nodos
% ARGUMENTO DE SALIDA:
/0 PR Matriz cuya fila j contiene el polinomio de Lagrange 1_j(x)
m=length(x); for j=1:m

1=1;

for i=[1:j-1 j+1:m]

l1=conv (1, [1 -x(1)])/(x(j)-x(i));

end

L(j,:)=1;
end

con lo cual, una vez construida la matriz de polinomios de Lagrange como
ll(I)
I (z)

lny1 (x)

para calcular el polinomio interpolador, bastara hacer el producto matricial:
li(z)
l>(z)

(Y1 Y2 - Ynt1) = yili(x) + yalo(z) + -+ + Yny1lns1 ()

ln—&-l(x)
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Ejemplo 7.1 Dada la tabla de valores

c| 0|1 ]2 [3/4]5
y|11]15]24][2]3]1
hallese el correspondiente polinomio de interpolacion y represéntese su grafica, junto con los

nodos de interpolacion.
Solucién: Introducimos los datos y calculamos el polinomio interpolador, haciendo

>> x=0:5, y=[1.1 1.5 2.4 2 3 1]

1.1000 1.5000 2.4000 2.0000 3.0000 1.0000
>> L=lagrange(x);
>> p=y*L
p =
-0.0967 1.1542  -4.8083 8.0458 -3.8950 1.1000

y, por ultimo, representamos graficamente:

>> plot(x,y,’.’, ’markersize’,20)
>> xx=linspace(0,5);

>> yy=polyval(p,xx);

>> hold on, plot(xx,yy)

>> legend(’Nodos’,’Polinomio’,’location’, ’northwest’)

35

T
® Nodos
Polinomio

251

0.5
0

El polinomio interpolador como aproximacién de una funcién

En muchos casos, los datos y; son los valores de una funcién f(z) que se desea aproximar, es
decir, y; = f(x;). Evidentemente, al hacer f(x) =~ p(z), estaremos cometiendo un error, salvo
que z sea uno de los nodos. En realidad, se tendra

f(z) = p(x) + E(x),

siendo E(z) = f(x) — p(x) el error cometido.
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Pues bien, si f € C""a,b], y x1,22,..., 701 € [a,b], para cualquier x € [a,b], existe ¢ € [a, b],

tal que:
n+1

LT — ) £ 0(0)

Bl@) =

Ejemplo 7.2 Aprozimese la funcién f(x) = xsenz, en el intervalo [0,3], por el siguiente

método:

Constriyase un vector de 5 elementos x;, igualmente espaciados en dicho intervalo, y calcilese
el polinomio interpolador p(x) que pasa por los puntos (x;, f(x;)). A continuacion, hdllese el
error maximo cometido al aprozimar f(x) por p(x) y represéntense, para 0 < x < 3, tanto
el polinomio hallado como la funcidn f(x), observando el fendmeno de extrapolacion que se

produce si dichas grdficas se hacen en el intervalo [0, 4].

Solucién: Definimos f(x) y calculamos el polinomio interpolador, con

>> f=0(x) x.*sin(x)
£ =
0(x)x.*sin(x)
>> x=linspace(0,3,5), y=f(x)
x =
0 0.7500 1.5000 2.2500 3.0000

0 0.5112 1.4962 1.7507 0.4234
>> L=lagrange(x)

L =
0.1317  -0.9877 2.5926 -2.7778 1.0000
-0.5267 3.5666  -7.7037 5.3333 0
0.7901  -4.7407 8.4444  -4.0000 0
-0.5267 2.7654  -4.1481 1.7778 0
0.1317 -0.5926 0.8148 -0.3333 0

>> p=y*L

p =
0.0465 -0.6851 1.7795 -0.2872 0

y, al hacer f(z) = p(x), el error viene dado por
e 1 >
Bw) = 5 [T =0 190 = a0, con a(a) = [Jla )
. ) .1 :
con lo cual, el error maximo que podria darse seria EK - M, siendo:

K =méax{|q(z)]: 0 <z <3}, M =mix{|f"(z)]: 0<2<3}

Para hallar K, empezamos por construir el polinomio ¢(z) y representarlo graficamente:
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>> gq=1; for i=1:5, g=conv(q, [1 -x(i)]); end; q
q =

1.0000 -7.5000 19.6875 -21.0938 7.5938 0
>> xx=1linspace(0,3); yy=polyval(q,xx); plot(xx,yy)

0 0.5 1 15 2 25 3

A continuacién, vamos a calcular los valores de x en los que ¢(x) alcanza los méximos y minimos
relativos que se observan en la gréfica anterior. Como, en dichos puntos, ¢’'(x) = 0, construimos

¢'(x) con la orden polyder,

>> ql=polyder(q)

ql =
5.0000 -30.0000 59.0625 -42.1875  7.5938

con lo que ¢'(z) se anula para los valores de = dados por

>> r=roots(ql)
r =
2.7333
1.9079
1.0921
0.2667

y, por tanto, el maximo de |g(x)|, en [0, 3], es:
>> K=max (abs(polyval(q,r)))
K =

0.8618

Para calcular el maximo de |f®)(z)|, vamos a denotar g(z) = f®) () y la representamos, con
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>> syms x, g=diff(f(x),5)
g =
5xgin(x) + x*cos(x)

>> yy=subs(g,x,xx); plot(xx,yy)

y, para obtener el maximo relativo que observamos en la figura, debemos estudiar el punto en

que ¢'(z) = 0. Esto lo haremos, utilizando la orden fzero de la siguiente forma:

>> gl=diff (g)
gl =
6*cos(x) - x*sin(x)
>> gl_num=matlabFunction(gl)
gl_num =
Q@(x)cos(x) .*6.0-x.*sin(x)
>> c=fzero(gl_num,1)
c =
1.3496

Por tanto, el maximo de |f®(z)]| es

>> M=subs(g,x,c)
M =
5.1743

y el error maximo viene dado por

>> error_maximo=K*M/factorial(5)
error_maximo =
0.0372

con lo que se puede considerar que la aproximacién es razonablemente buena, como podemos

ver a continuacion:
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>> plot(xx,f(xx),’linewidth’,2)
>> yy=polyval(p,xx); hold on, plot(xx,yy,’r:’,’linewidth’,4)

>> legend(’f(x)’,’Polinomio interpolador’,’location’,’south’)

f(x)

1111 Polinomio interpolador
n n

0.5 1 15 2 25 3

Légicamente, si se amplia el intervalo, esa buena aproximacion se pierde:

>> xx=linspace(0,4); plot(xx,f(xx),’linewidth’,2)
>> yy=polyval(p,xx); hold on, plot(xx,yy,’r:’,’linewidth’,4)

>> legend(’f(x)’,’Polinomio interpolador’,’location’,’south’)

f(x)

11111 Polinomio interpolador
n n n .

.
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Aunque parece razonable construir el polinomio de interpolacion a partir de nodos equiespa-
ciados, no siempre es la mejor solucién para obtener buenas aproximaciones. Por ejemplo, si

intentamos aproximar, en [—1, 1], la funcién

B 1
14 2522

f(x)
utilizando polinomios interpoladores de grados 8 y 10, resulta
>> f=0(x) 1./(1+25%x.72); x=linspace(-1,1,9); y=f(x); L=lagrange(x); p_8=y*L;

>> x=linspace(-1,1,11); y=f(x); L=lagrange(x); p_10=y*L;
>> xx=linspace(-1,1); plot(xx,f(xx),’k’)
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>> hold on, yy8=polyval(p_8,xx); plot(xx,yy8,’b’)
>> yy10=polyval(p_10,xx); plot(xx,yyl0,’g’)
>> legend(’1/(1+25x72)’,’Interpolacién grado 87,...

’Interpolacién grado 10’,’location’,’south’)

15r

051

1/(1+25x3)
Interpolacién grado 8

Interpolacién grado 10
n

1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

y se observa que, en los extremos del intervalo, la aproximacién empeora, al aumentar el niimero

de nodos.

Una forma de corregir esto es utilizar los nodos de Chebyshev, que son los que minimizan el
error cometido, al hacer este tipo de aproximaciones en el intervalo [—1,1]. Asi, en el caso de
utilizar n puntos, en [—1, 1], en lugar de tomarlos equiespaciados, se deben tomar los nodos de
Chebyshev, que se pueden hallar como:

(n) (2i = m

r,” =cos————  i=1,2,...,n
2n

En el caso de que se desee aproximar una funcién definida en el intervalo [a, b], basta tener en

cuenta que el cambio
a+b b—a
xrx =

t
2+2

hace corresponder cada t € [—1,1] con x € [a,b], con lo que la forma de elegir n nodos, para
interpolar una funcién en [a, b, pasaria a ser:
(n)_cH—b b—a (22'—1)7'('

x, = 5 + 5 coS o ,t=1,2,....n

Ejemplo 7.3 Aprozimese, en [—1,1], la funcion

1

M) = 1552

utilizando polinomios interpoladores de grados 8 y 10, construidos a partir de los nodos de

Chebyshev, y represéntense grdficamente los resultados obtenidos.

Solucion: Teniendo en cuenta que debemos utilizar 9 y 11 nodos, respectivamente, hacemos
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>> £=0(x) 1./(1+25%x.72)
f =
Q(x)1./(1+25%x.72)
>> n=9; i=1:n; x=cos((2xi-1)*pi/(2*n)), y=f(x)
X =
0.9848 0.8660 0.6428 0.3420 0.0000 -0.3420 -0.6428
-0.8660 -0.9848
y =
0.0396 0.0506 0.0883 0.2548 1.0000 0.2548 0.0883
0.0506 0.0396
>> L=lagrange(x); p_8=y*L
p-8 =
17.6203 -0.0000 -40.3504 0.0000 31.3482 -0.0000 -9.5134
0.0000 1.0000
>> n=11; i=1:n; x=cos((2*i-1)*pi/(2*n)), y=f(x)
X =
0.9898 0.9096 0.7557 0.5406 0.2817 0.0000 -0.2817
-0.5406 -0.7557 -0.9096 -0.9898
y =
0.0392 0.0461 0.0654 0.1204 0.3351 1.0000 0.3351
0.1204 0.0654 0.0461 0.0392
>> L=lagrange(x); p_10=y*L
p_10 =
-46.6329 0.0000 130.1058 -0.0000 -133.4448 -0.0000 61.4430
-0.0000 -12.4765 0.0000 1.0000
>> xx=linspace(-1,1); plot(xx,f(xx),’k’)
>> hold on, yy8=polyval(p_8,xx); plot(xx,yy8,’b’)
>> yy10=polyval(p_10,xx); plot(xx,yyl0,’g’)
>> legend(’1/(1+25x72)’,’Interpolacién grado 8’,...

’Interpolacién grado 10’,’location’,’northoutside’)

1/(1+25x3)
Interpolacién grado 8
Interpolacién grado 10

1.2

0.8

0.6

0.4r

0.2

-0.2 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
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8. Practica 8

Para finalizar con la aproximacion de funciones, en esta practica, estudiaremos la interpolacion

polinomica a trozos y el ajuste de datos por minimos cuadrados.

8.1. Interpolacion polinémica a trozos

Consiste en, dados los datos

$‘JZ1‘JI2‘...‘I”+1
vyl v | | vt
donde supondremos x; < xs < - -+ < x,1, calcular una funcién que pase por los puntos (x;, y;),

de manera que, en cada subintervalo [x;, z;11], la funcién sea un polinomio de grado m.

Las aproximaciones mas habituales son la interpolacion segmentada lineal, también llamada
interpolaciéon lineal a trozos, caso en el que m = 1, y el spline cubico, que resulta al elegir

m = 3. En MATLAB, esto se se resuelve con las érdenes que se describen a continuacion.

interpl(x,y,a): Halla el valor que toma en el punto a, la interpolacién lineal a trozos corres-

pondiente a los datos definidos por los vectores x e y.

spline(x,y,a): Halla el valor que toma en el punto a, el spline cibico correspondiente a los

datos definidos por los vectores x e y.

Ejemplo 8.1 Dada la funcion f(x) = x + cos3x, constriyanse 10 puntos x; igualmente espa-
ciados en el intervalo [0,4] y represéntense, en dicho intervalo, la funcion f(x) junto con las
aprozimacion obtenida por interpolacion lineal a trozos correspondiente a los datos x = (x;),
y = f(x;). A continuacion, hdllense los errores que se cometen con la aproximacion anterior

enx=1, =2 yx=3.
Solucién: Introducimos los datos con

>> f=0(x) x+cos(3*x)
f =
0(x)x+cos(3*x)

>> x=linspace(0,4,10)

% =
0 0.4444 0.8889 1.3333 1.7778 2.2222 2.6667
3.1111 3.5556 4.0000
>> y=f (x)
y =

1.0000 0.6797 -0.0004 0.6797 2.3596 3.1496 2.5212
2.1153 3.2325 4.8439
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y representamos graficamente con las érdenes:

>> xx=linspace(0,4); plot(xx,f(xx),’k’,’linewidth’,3)
>> hold on, plot(x,y,’r:’,’linewidth’,3)

>> legend(’f(x)’,’Interpolacién lineal a trozos’,’location’,’north’)

— )

1111 Interpolacion lineal a trozos

Por tdltimo, calculamos los errores pedidos:

>> xxx=1:3

XXX =

1 2 3
>> yyy=interpl(x,y,xxx)
yyy =

0.1696 2.7546 2.2168
>> errores=abs (yyy-f (xxx))
errores =

0.1596 0.2056 0.1279

Ejemplo 8.2 Repitase el ejercicio anterior, dividiendo el intervalo en 8 puntos equiespaciados
y utilizando el spline cubico para aproximar la funcion, en lugar de la interpolacion segmentada

lineal.

Solucién:

>> x=linspace(0,4,8), y=f(x)
% =
0 0.5714 1.1429 1.7143 2.2857 2.8571 3.4286
4.0000
y =
1.0000 0.4284 0.1838 2.1316 3.1255 2.1997 2.7768
4.8439
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>> plot(xx,f(xx),’k’,’linewidth’,3), hold on
>> yy=spline(x,y,xx); plot(xx,yy,’r:’,’linewidth’,3)

>> legend(’f(x)’,’Spline cibico’,’location’, ’north’)

— f(X)
riiie Spline ctbico

>> yyy=spline(x,y,xxx)

Yyy =
0.0357 2.9224 2.1396

>> errores_spline=abs (yyy-f (xxx))
errores_spline =
0.0257 0.0378 0.0507

8.2. Ajuste de datos por minimos cuadrados

Dado un ntimero finito de puntos (z1,41), (22,%2),.-, (Tm,Ym), se pretende hallar la funcién
y = f(z), dentro de un conjunto de funciones prefijado, de forma que, al hacer la aproximacién
y; =~ f(x;), se cometa el menor error posible. El método de minimos cuadrados se basa en elegir

f de manera que

tome el valor minimo.

Cuando la funcién se elige entre los polinomios de grado k, se obtiene el llamado polinomio de

regresion de grado k.
Con MATLAB, este problema se resuelve con la orden que se describe seguidamente.

polyfit(x,y,k): Halla el polinomio de regresiéon de grado k, que ajusta, en el sentido de

minimos cuadrados, los datos definidos por los vectores x e y.

Ejemplo 8.3 Ajistense, mediante recta de regresion, los datos:
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Solucion: Basta hacer
>> x=[012 2.5 3]; y=[2.9 3.7 4.1 4.4 5.0]; p=polyfit(x,y,1)
p =

0.6431 2.9267

y podemos comprobar el ajuste con la gréfica:

>> plot(x,y,’.’, ’markersize’,20), hold on
>> xx=linspace(0,3); yy=polyval(p,xx); plot(xx,yy)

1 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3

Ejemplo 8.4 Determinense a y b, para ajustar, por medio de y = ae®®, los datos:

x|12] 28|43 54| 68 | 7.9
y | 7.5]16.1 ] 38.9 | 67 | 146.6 | 266.2

bz resulta Iny = Ina + bz, con lo que, denotando

Solucién: Tomando neperianos en y = ae
Y =Iny, A=by B =1na, resulta Y = Ax + B y el problema se convierte en un ajuste por

una recta. Por tanto, hacemos

>> x=[1.2 2.8 4.3 5.4 6.8 7.9]; y=[7.5 16.1 38.9 67 146.6 266.2]; Y=1og(y);
>> p=polyfit(x,Y,1)
p =

0.5366 1.3321

con lo que la funcién f que ajusta los datos se construye definiendo:

>> A=p(1), B=p(2), a=exp(B), b=A, f=0(x) a*exp(b*x)
A =
0.5366

1.3321
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g =
3.7889

b =
0.5366

£ =
@(x) axexp (b*x)

Por 1ultimo, comprobamos el ajuste obtenido:

>> plot(x,y,’.’, ’markersize’,20), hold on
>> xx=linspace(1.2,7.9); plot(xx,f(xx))

300

Ejemplo 8.5 La densidad relativa d del aire depende de la altura h, habiéndose obtenido las

siquientes mediciones:

h(enkm) |0] 1.525 | 3.05 | 4575 | 6.1 | 7.625 | 9.15
d (en kg/m?®) | 1] 0.8617 | 0.7385 | 0.6292 | 0.5328 | 0.4481 | 0.3741

Ajustense los datos anteriores por una pardbola de regresion y estimese la densidad del aire a

5 kilometros de altitud.

Solucién: Introducimos los datos con

>> h=[0 1.525 3.05 4.575 6.1 7.625 9.15];
>> d=[1 0.8617 0.7385 0.6292 0.5328 0.4481 0.3741];

calculamos la pardbola de regresion, ejecutando
>> p=polyfit(h,d,2)

p =
0.0028 -0.0934 0.9989
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comprobamos el ajuste, mediante la gréafica

>> plot(h,d,’.’, ’markersize’,20), hold on
>> hh=linspace(0,9.15); dd=polyval(p,hh); plot(hh,dd)

0.9

0.8-

0.7F

0.6-

05F

0.4r

y, por ultimo, estimamos la densidad para h = 5:

>> polyval(p,5)
ans =
0.6007

Nota: Si se desea ajustar, utilizando minimos cuadrados, un conjunto de n + 1 puntos por un
polinomio de grado n, obtendremos el polinomio de interpolacién, ya que, como éste pasa por
todos los puntos, la suma de errores al cuadrado serd nula y, evidentemente, ése es el valor

minimo posible.

Comprobémoslo, volviendo sobre el primer ejemplo de la practica anterior. Alli, habiamos hecho

>> x=0:5; y=[1.1 1.5 2.4 2 3 1];
>> L=lagrange(x) ;

y obtenido el polinomio interpolador como:

>> p=y*L

p=
-0.0967 1.1542  -4.8083 8.0468 -3.8950 1.1000

Pues bien, ejecutando

>> g=polyfit(x,y,5)

q:
-0.0967 1.1542  -4.8083 8.0458 -3.8950 1.1000

se observa que obtenemos idéntico resultado.
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9. Practica 9

En esta practica, tratamos de calcular la integral definida de una funcién, aproximandola por
la integral de un polinomio que interpola a la funcién, en el intervalo de integracién, en un
nimero determinado de puntos. En funcién del niimero de puntos que se elijan y de la forma

de elegirlos, iremos obteniendo distintas reglas de cuadratura, como veremos a continuacion.

9.1. Regla del trapecio

Una de las reglas mas simples se obtiene al hacer

/abf(a:)dx ~ /abp(x)da:

siendo p(x) el polinomio que interpola a la funcién en los extremos a y b del intervalo de

integracion.

Graficamente, esto supone calcular el area del trapecio formado por la recta que une los puntos

(a, f(a)) y (b, f(b)), junto con el eje OX y las rectas © = a y x = b, con lo cual:

[ rae =~ @ + )

Ademas, denotando E a la diferencia entre el valor exacto de la integral y el valor aproximado,

se demuestra que existe ¢ € (a, b), tal que

(b—a)? b—a)

3
E=— o f'(c) = |E\§( D M, con M = max{|f"(z)|: a <z < b}

con lo que la formula es de grado de precision 1, es decir, que es exacta para los polinomios de

grado menor o igual que 1.

Para programarla, basta hacer:

function r=trapecio(f,a,b)

% Funcién r=trapecio(f,a,b) que aproxima la integral de la funcién

% numérica f, en el intervalo [a,b], utilizando la regla del trapecio
r=(b-a)*(f (a)+f (b)) /2;

2 T
Ejemplo 9.1 Calcilense, utilizando la regla del trapecio, / (3z + 4)dz, / sen %dm y los
0 0

errores cometidos.
Solucioén:

>> £=0(x) 3*x+4
f =
Q(x)3*x+4
>> integral_trapecio=trapecio(f,0,2)
integral _trapecio =
14
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>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
3*x + 4
>> integral_exacta=int(f_sim,0,2)
integral_exacta =
14
>> error=double(abs(integral_exacta-integral_trapecio))
error =
0
>> f=0(x) sin(x/4)
f =
@(x)sin(x/4)
>> integral_trapecio=trapecio(f,0,pi)
integral_trapecio =
1.1107
>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
sin(x/4)
>> integral_exacta=int(f_sim,0,pi)
integral_exacta =
4 - 2x27(1/2)
>> error=double(abs(integral_exacta-integral_trapecio))
error =
0.0609

9.2. Regla de Simpson

En este caso, aproximamos la integral por la del polinomio que interpola a la funciéon en los
extremos a, b y el punto medio de ambos. Denotando por x; a dicho punto, planteamos el

polinomio como p(z) = a(x — z1)* + B(z — 1) + 7, y resulta
2

/p(a:)dx = a(x —3x1) + 5(I i) +yx

2
. b—a .
con lo que, si hacemos h = —5 teniendo en cuenta que b —xry = h y que a — x; = —h,
hallamos:
b 2ah? h
/ p(a)de = S — (h)" + gvﬂ — (R4~ a) = 225 4 2k = £ (208 +67)

Por otra parte, de p(a) = f(a), p(x1) = f(x1), p(b) = f(b), se deduce
ah® = Bh+~ = f(a), v = f(z1), ah® + Bh+~ = f(b)

luego, sumando la primera igualdad y la tltima,
2ah? + 2y = f(a) + f(b) —> 2ah% = f(a) + f(b) — 2f(z1)

con lo cual:
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b
| paxds = 515@) + 5(8) ~ 2fw) + 6£w)) —

:/abf(x)d:cz b;a [f(a)+4f (G;Lb) +f(b)}

Ademas, si E es la diferencia entre el valor exacto de la integral y el valor aproximado, es

posible probar que existe ¢ € (a,b), tal que

b—a) . b—a)’ |
E:_%f@”)(c) — |E| g%m con M = max{|f™(z)|: a <z < b}

luego, la férmula es de grado de precisién 3, con lo que es exacta para los polinomios de grado

menor o igual que 3, y podemos programarla de la siguiente forma:

function r=simpson(f,a,b)

% Funcién r=simpson(f,a,b) que aproxima la integral de la funcién
% numérica f, en el intervalo [a,b], utilizando la regla de Simpson
r=(b-a)*(f (a) +4*f ((at+b) /2)+f (b)) /6;

2 ™
Ejemplo 9.2 Calcilense, utilizando la regla de Simpson, / (2% + 22 4 22 — 1)dz, / sen %dx
0 0

y los errores cometidos.

Solucién:

>> £=0(x) x"3+x"2+2*x-1
f =

Q(x)x"3+x72+2*x-1
>> integral_simpson=simpson(f,0,2)
integral_simpson =

8.6667
>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
X"3 + x72 + 2%x - 1
>> integral_exacta=int(f_sim,0,2)
integral_exacta =
26/3
>> error=double(abs(integral_exacta-integral_simpson))
error =

0
>> f=0(x) sin(x/4)
f =

@(x)sin(x/4)
>> integral_simpson=simpson(f,0,pi)
integral_simpson =

1.1717
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>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
sin(x/4)
>> integral_exacta=int(f_sim,0,pi)
integral_exacta =
4 - 2%27(1/2)
>> error=double(abs(integral_exacta-integral_simpson))
error =
1.5768e-004

9.3. Regla del trapecio compuesta

Se basa en dividir el intervalo de integracién [a,b] en n subintervalos de igual longitud. Para
ello, se denota
b—a
n

ro=a, rr=a+h, xro=a+2h, ... , x,=a+nh=0>0, con h=

y se hace

/abf(:c)d:c = g/:m f(z)dz

resolviendo las integrales anteriores, aplicando la regla del trapecio.

Ademas, denotando E a la diferencia entre el valor exacto de la integral y el valor aproximado,

se demuestra que existe ¢ € (a, b), tal que:

(b—a)’ (b—a)

3
E=— o3 f"(c) = |E| < o2 M, con M = méax{|f"(z)]: a <z < b}

La programacién de este método se puede hacer de la siguiente forma:

function r=trapecio_compuesta(f,a,b,n)
% Funcién r=trapecio_compuesta(f,a,b,n) que aproxima la integral de la
% funcién numérica f, en [a,b], utilizando la regla del trapecio
% compuesta, dividiendo [a,b] en n subintervalos de igual longitud
x=linspace(a,b,n+1); s=zeros(l,n);
for i=1:n
s(i)=trapecio(f,x(i),x(i+1));
end
r=sum(s) ;

3
Ejemplo 9.3 Dada/ z? cos 2zdzx,
0

a) Calculese por la regla del trapecio compuesta, dividiendo el intervalo de integracion en 20

subintervalos, y hdllese el error cometido.

b) Obténgase el nimero de subintervalos que deberian utilizarse para que el error sea menor

que una milésima y compruébese el resultado obtenido.

Solucioén:
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Apartado a): Calculamos la integral y el error cometido, haciendo

>> f=0(x) x"2*xcos(2%*x)
f =
Q(x)x"2*xcos (2%*x)
>> integral_trapecio_compuesta=trapecio_compuesta(f,0,3,20)
integral _trapecio_compuesta =
0.2730
>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
x"2%cos (2*x)
>> integral_exacta=int(f_sim,0,3)
integral_exacta =
(3*cos(6))/2 + (17*sin(6))/4

>> error=double(abs(integral_exacta-integral_trapecio_compuesta))

error =
0.0203
. ; (b—a)?® — 4 " :
Apartado b): El error estd acotado por TM’ con M = max{|f"(x)| : a < x < b}, con
—_— n

lo cual, si calculamos n de forma que

b— 3
6o,
12n?
tendremos garantizado que el error sea menor que ¢, por lo que n debera cumplir:
(b—a)*M (b—a)*M
_— = — — _—
122 " " 122

Por tanto, empezaremos por calcular M, para lo que vamos a denotar fy(x) = f”(x), con lo

que deberemos hallar el maximo del valor absoluto de fa(x) en el intervalo [0, 3]. Asi, hacemos

>> f2=diff(f_sim,2), xx=linspace(0,3); yy=subs(f2,x,xx); plot(xx,yy)
f2 =

2%xcos(2*x) - 8*x*xsin(2*x) - 4*x~2%cos(2%*x)

30

1 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3
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y, a continuacion, calculamos el maximo relativo xy que se puede observar en la grafica. Como

f5(z) debe anularse en ese punto, podemos hallarlo por medio de

>> f2_der=diff(£f2)
f2_der =
8xx72%sin(2%x) - 24*x*cos(2xx) - 12*sin(2%*x)
>> f2_der_num=matlabFunction(f2_der)
f2_der_num =
Q(x)sin(x.*2.0) .*%-1.2el-x.*cos(x.%2.0) .%2.4el+x."2.*%sin(x.*2.0) .*8.0
>> x0=fzero(f2_der_num,?2)
x0 =
2.1337

y como, a la vista de la gréfica, se plantea la duda de si | fo(z)| alcanza su maximo en g o en

3, calculamos

>> abs(subs(f2,x, [x0,3]))
ans =
22.3851 25.9398

con lo que queda claro que

>> M=abs(subs(f2,x,3))
M =
25.9398

con lo cual:

>> a=0; b=3; e=1le-3; n=ceil(sqrt((b-a)“~3*M/12/e))
n =
242

En definitiva, debemos dividir el intervalo de integracion en 242 subintervalos, hallando la

integral, como

>> integral_trapecio_compuesta=trapecio_compuesta(f,0,3,n)
integral _trapecio_compuesta =
0.2529

y, finalmente, comprobamos que el error es menor que 1073, ejecutando:

>> error=double(abs(integral_exacta-integral_trapecio_compuesta))
error =
1.3819e-004
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9.4. Regla de Simpson compuesta

Consiste en dividir el intervalo de integracién [a, b] en n subintervalos de igual longitud. Para
ello, al igual que en la regla del trapecio compuesta, se denota
b—a
n

ro=a, xrr=a+h, xro =a+2h, ... , x,=a+nh=0>, con h=

y se hace

/abf(:c)d:c = g/:m f(z)dz

resolviendo las integrales anteriores, aplicando la regla de Simpson.

Ademas, si E es la diferencia entre el valor exacto de la integral y el valor aproximado, es
posible probar que existe ¢ € (a, b), tal que:

(b—a)® (b—a)®

E=-—
28801 2880

f™(c) = |E| < M, con M = méx{|f™(z)|: a <z < b}

Este método se puede programar de la siguiente manera:

function r=simpson_compuesta(f,a,b,n)
% Funcién r=simpson_compuesta(f,a,b,n) que aproxima la integral de la
% funcién numérica f, en [a,b], utilizando la regla de Simpson compuesta,
% dividiendo [a,b] en n subintervalos de igual longitud
x=linspace(a,b,n+1); s=zeros(l,n);
for i=1:n
s(i)=simpson(f,x(i),x(i+1));
end
r=sum(s) ;

Ejemplo 9.4 Calcilese / z? sen 5zdx, por la regla de Simpson compuesta, dividiendo el in-
0

tervalo de integracion en 10 subintervalos, y hdllese el error cometido.

Solucién: Hallamos la integral y el error cometido, haciendo

>> £f=0(x) x"2*sin(5%*x)
f =
Q(x)x"2*sin(5%x)
>> integral_simpson_compuesta=simpson_compuesta(f,0,pi,10)
integral _simpson_compuesta =
1.9462
>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
x"2xsin (5%x)
>> integral_exacta=int(f_sim,0,pi)
integral_exacta =
pi~2/5 - 4/125
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>> error=double(abs(integral_exacta-integral_simpson_compuesta))
error =

0.0042

9.5. Cuadratura gaussiana

Los polinomios de Legendre se pueden construir como

_2n—1 n—1

Lo(z) =1, Li(z) =z, L,(x) xLl, q(z) —

n
o también por medio de la siguiente expresién:

1 dr
C2n.pl dan

Ln() (2% = 1)"]

Pues bien, al hacer la aproximacién

/_11 f(x)dx =~ /_11 p(x)dx

donde p(x) es un polinomio que interpola a f(z) en n nodos elegidos en el intervalo [—1, 1],
para que el error sea el menor posible, los nodos, en lugar de equiespaciados, deben elegirse

como las raices del polinomio de Legendre de grado n.

Cambio de intervalo:

b
En el caso de que se desee hallar / f(x)dx, basta tener en cuenta que, al hacer el cambio de

variable
a+b b—a , 2r—a—>
= + ——t, o equivalentemente, t = ————
2 2 b—a

T

resulta

b 1 1
a+b b—a \b—a b—a a+b b—a
/Gf(x)dx—/_lf< 5 + 5 t) 5 dt = 5 /_1f< 5 + 5 a:)d:c

con lo que basta definir

para obtener

/abf(a:’)d:c = b;a /_jg(x)d:c

que ya es un problema en el intervalo [—1, 1], al que podemos aplicar la técnica anterior.

A continuacion, vamos a ver un ejemplo de utilizacion de cuadratura gaussiana; en él, utiliza-

remos dos comandos relativos a polinomios, cuya descripcion es la siguiente:
poly2sym(p): Convierte el polinomio p, escrito en formato vectorial, a funcién simbdlica.

sym2poly(p): Convierte el polinomio p, escrito como funcién simbdlica, al formato vectorial.
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Asi, podemos hacer:

>> p=[1 2 3]
p =
1 2 3
>> p_sim=poly2sym(p)
p_sim =
X"2 + 2xx + 3
>> syms X, q_sim=x"3-x+2
g_sim =
Xx"3 -x+2
>> g=sym2poly(q_sim)
q =
1 0 -1 2

1

Ejemplo 9.5 Aproximese / xe“dx, utilizando cuadratura gaussiana con 4 nodos, y hdllese el
-1
error cometido.

Solucién:

>> £=0(x) x.*exp(x)
£ =
Q(x)x.*exp(x)
>> syms x, L4_sim=diff((x"2-1)"4,4)/2"4/factorial(4)
L4_sim =
3xx"2%(x72 - 1) + (3x(x"2 - 1)72)/8 + x74
>> L4=sym2poly(L4_sim)

L4 =
4.3750 0 -3.7500 0 0.3750
>> xx=roots(L4)
XX =
-0.8611
0.8611
-0.3400
0.3400
>> yy=f (xx)
yy =
-0.3640
2.0373
-0.2420

0.4776
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>> p=polyfit(xx,yy,3)
p =
0.5366 1.1484 0.9963 -0.0149

>> integral_gaussiana=int(poly2sym(p),-1,1)
integral_gaussiana =
106033687349875207/144115188075855872
>> f_sim=f (x)
f_sim =
xxexp (x)
>> integral_exacta=int(f_sim,-1,1)
integral_exacta =
2/exp(1)
>> error=double(abs(integral_exacta-integral_gaussiana))
error =

2.3756e-006

9.6. Comandos de MATLAB

MATLAB dispone de funciones propias para el calculo numérico de integrales, de entre las que

destacaremos quad y trapz. Ambas 6rdenes sirven para aproximar
b
/ f(x)dx
a

quad(f,a,b): Aproxima la integral, mediante una variante de la regla de Simpson compuesta,

y su funcionamiento es el siguiente:

siendo f una funcién numérica, construida de forma que opere elemento a elemento.

trapz(x,y): Aproxima la integral, utilizando la regla del trapecio compuesta. La variable x

debe contener los nodos a utilizar y la variable y, los valores de la funcién en dichos nodos.

3
Ejemplo 9.6 Aprozimese / 22 cos 2xdzx, utilizando la orden quad y la regla del trapecio com-
0

puesta, por medio de trapz, dividiendo el intervalo de integracion en 20 subintervalos de igual

longitud, y hdllense los errores cometidos.
Solucion:

>> £=0(x) x.72.*cos(2xx)
f =
@(x)x."2.*cos(2xx)
>> integral_quad=quad(f,0,3)
integral_quad =
0.2527
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>> xx=linspace(0,3,21);
>> yy=f (xx);
>> integral_trapz=trapz(xx,yy)
integral_trapz =
0.2730
>> syms x, f_sim=f(x)
f_sim =
X" 2%cos (2%x)
>> integral_exacta=int(f_sim,0,3)
integral_exacta =
(3%cos(6))/2 + (17xsin(6))/4

>> error_quad=double(abs(integral_exacta-integral_quad))

error_quad =
1.1378e-008

>> error_trapz=double(abs(integral_exacta-integral_trapz))

error_trapz =
0.0203
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10. Practica 10

Esta practica esta dedicada a la resolucion numérica de problemas de valores iniciales relativos
a ecuaciones diferenciales, aunque, antes de abordar el problema en si, para poder comparar
la solucién aproximada obtenida, con la solucion exacta del problema, comenzaremos por ver

cémo se resuelve, en MATLAB, de forma simbdlica, un sistema de ecuaciones diferenciales.

10.1. Resolucion simbodlica de ecuaciones diferenciales

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, se utiliza el comando dsolve:

Con dsolve(ecuaciénl,ecuacién2, ...,condiciénl,condicién2, ...,variable), se calcu-
lan las incognitas (en orden alfabético) que verifican las ecuaciones y las condiciones especifi-
cadas, en funcion de la variable independiente que se haya establecido en el tltimo argumento

de dsolve, teniendo en cuenta lo siguiente:

e Todos los argumentos deben ir expresados como cadenas de texto.
e Tanto en las ecuaciones como en las condiciones, y’ se expresa como Dy, y” como D2y, etc.

e MATLAB, por defecto, considera que la variable independiente es t, salvo que se especi-

fique otra.

Ejemplo 10.1 Resuélvase el problema de valores iniciales:

y' — 4y + 3y =92 +4, y(0) =6, y(0) =8
Solucién: Hacemos

>> y=dsolve (’D2y-4*Dy+3*y=9%x"2+4’ >y (0)=67,°Dy(0)=8", ’x’)

y =
8xx + 2%exp(3*x) - 6xexp(x) + 3*x"2 + 10

y obtenemos la solucién del problema, de forma simbdlica, que siempre podriamos convertir a

la forma anénima, utilizando el comando matlabFunction.

Ejemplo 10.2 Obténgase la solucion del sistema

Yy =2y —yo — €”
Yh=2y1 — Yo + €°

que verifica las condiciones iniciales y1(0) = 1, y2(0) = 0.

Solucioén:
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>> ed1=’Dyl=2xyl-y2-exp(x)’, ed2=’Dy2=2xyl-y2+exp(x)’
edl =

Dy1=2xy1-y2-exp(x)

ed2 =

Dy2=2xy1-y2+exp(x)

>> [yl y2]=dsolve(edl,ed2,’y1(0)=1’,’y2(0)=0","x’)
yl =

4xexp(x) - 3*x*exp(x) - 3

y2 =

6xexp(x) - 3*x*exp(x) - 6

10.2. Resolucién numérica de problemas de valores iniciales

En esta seccién, vamos a calcular soluciones aproximadas de problemas de condiciones inicia-
les relativos, tanto a sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden como a ecuaciones

diferenciales de orden superior. Comencemos por plantear el problema en el caso de sistemas:

Se trata de hallar las funciones yx(t), k = 1,2,...n, que verifican las ecuaciones diferenciales

(

yi = fl(tﬂy17y27"‘ayn>
yé = f2<t7y17y27 S Jyn>

y las condiciones iniciales:

yl(tO) = (1, y2<t0> =C2y ..., yn<t0) = Cp

Plantearemos el problema en forma vectorial, para lo que denotaremos

Y1 filty) €1
y = Y2 CE(ty) = f2<t.7Y> = C2
Yn fult,y) Cn

con lo que el problema pasa a ser: y' = f(t,y), y(to) = c.

En el caso de que el problema se refiera a una ecuacién de orden n, tendremos que hallar y(t),

de forma que se verifique la ecuacién diferencial

y™ = flt,y, .. y"Y)

junto con las condiciones iniciales:

y(t()) = Cp, y/(t()) =C1, .-y y(n_l) (tO) = Cp—1
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Ahora bien, este problema siempre se puede transformar en otro relativo a un sistema, si

denotamos y1 = v, yo =9, ys =¥",...,yn = y™ 1, con lo que resulta el sistema equivalente
(1 =
Ys = U
y;hl = Yn
\ y;L = f(tvylay27"'7yn)

con las condiciones iniciales

yl(to) = Co, yZ(tO) =C1y, -, yn(tﬂ) = Cp_1

y, si resolvemos este problema, bastara tener en cuenta que y = y; para obtener la solucion

buscada.

Una vez visto que basta resolver y' = f(t,y), y(ty) = ¢, vamos a hacer el planteamiento

numérico:

Partiendo del valor de y(to), pretendemos calcular el valor aproximado de la solucién, en un
nimero finito de puntos, que denotaremos tg,tq,%s...,tx y supondremos en orden creciente, a

los que se les suele llamar nodos.

Aunque no es imprescindible, por comodidad, supondremos que los nodos son equidistantes

entre si, con lo cual,

ty =to+kh, k=0,1,2,..., N, siendo h = tN];tO
y utilizaremos la notacién:
e y(tx) es el valor de la solucién exacta en ty.
e vy es la aproximacion del valor de la solucion en .
10.2.1. Método de Euler
En este método, partiendo de y(¢y) = ¢, con lo que yo = ¢, se calculan yq,ys,...,yn, por

medio de:

Yj+1:yj+hf(tj,yj), j:0,1,2,...,N—1

Una manera de programar el anterior algoritmo es crear el fichero de funcién euler.m con las

Ordenes:



Métodos Numéricos (Departamento de Matematicas - EPI Gijén) Pagina 10.4

function [t y]=euler(f,intervalo,c,h)

% Funcién [t yl=euler(f,intervalo,c,h)

yA Método de Euler para resolver y’=f(t,y), y(t0)=c

% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

% f .. Funcién numérica, en forma de vector columna,

yA que define el segundo miembro del sistema

% intervalo .. Intervalo de calculo, de la forma [tO tN] o [t0O,tN]

% (o R Vector columna de condiciones iniciales

/S Distancia entre los nodos

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

% t oo Vector columna que contiene los nodos tO,t1,t2,...,tN
h oy e Solucién aproximada en t: Es una matriz, cuyas columnas
pA corresponden a cada una de las funciones solucién

tO=intervalo(1); tN=intervalo(2); t=(tO0:h:tN).’; N=length(t);
y=zeros (N, length(c));
y(1,:)=c.’;
for j=1:N-1
y(§+1, D)=y (G, D+h*f (£ (§),y(G,:)).7;
end

Ejemplo 10.3 Aprozimese la solucion del problema de valores iniciales y' = 2xy, y(0) = 1,
en el intervalo [0,1], aplicando el método de Euler con distancia entre nodos de 0.01 vy, a
continuacion, hdllese la solucion exacta del problema y calcilese el error mdximo cometido en

los modos utilizados. Finalmente, represéntense graficamente ambas soluciones.
Solucion: Construimos la funcién que define la ecuacion diferencial, haciendo

>> £=0(x,y) 2*x*y
f =
Q(x,y)2xx*y

y hallamos la soluciéon aproximada, con:
>> [x y_euler]=euler(f,[0 1],1,0.01);
Seguidamente, hallamos la solucién exacta y el error maximo

>> y=dsolve (’Dy=2*x*y’,’y(0)=1’,"x")
y =
exp(x72)
>> y_exacta=matlabFunction(y)
y_exacta =

Q(x)exp(x.72)

>> error=max(abs(y_exacta(x)-y_euler))
error =
0.0445
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y, por ultimo, hacemos las graficas:

>> plot(x,y_exacta(x),’k’

,’linewidth’,2)

>> hold on, plot(x,y_euler,’r:’,’linewidth’,2)

>> legend(’Solucidén exacta’,’Solucién aproximada’,’location’,’north’)

2.8

261

241

221

181

16

14r

12r

T T T T T
Soluci6n exacta
1111 Solucion aproximada

Ejemplo 10.4 Hdllense las soluciones aprorimadas del problema

yh
Yo

= y; + 2y
= —2y; + Yy + 2¢'

en el intervalo [0,2], utilizando el método de Euler con distancia entre nodos de 0.01 y, a

continuacion, calcilense las soluciones exactas y los errores mdximos cometidos en los nodos.

Finalmente, represéntense grdaficamente las soluciones exactas y las aproximadas.

Solucién: Hallamos, en primer lugar, las soluciones aproximadas, con

>> £=0(t,y) [y(1)+2xy(2);-2xy(1)+y(2)+2*exp(t)]

f =

Q(t,y) [y (1) +2%y(2) ;-2*y (1) +y (2) +2*exp (t)]

>> [t y_euler]=euler(f, [0
>> y1_euler=y_euler(:,1);
>> y2_euler=y_euler(:,2);

2],[1;1]1,0.01);

y, para calcular las soluciones exactas, hacemos

>> [yl y2]=dsolve(’Dyl=y1+2xy2’ 6 Dy2=-2xyl+y2+2*xexp(t)’,’y1(0)=1",’y2(0)=1")

vyt =

exp(t) + sin(2*t)*exp(t)
y2 =

cos (2xt)*exp(t)

>> y1_exacta=matlabFunction(y1)

yl_exacta =

Q(t)exp(t)+sin(t.*2.0) . *exp(t)
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>> y2_exacta=matlabFunction(y2)
y2_exacta =

Q(t)cos(t.*2.0) .*exp(t)

con lo que los errores son:

>> error_yl=max(abs(yl_exacta(t)-yl_euler))
error_yl =

0.1565
>> error_y2=max(abs(y2_exacta(t)-y2_euler))
error_y2 =

0.3388

Por 1ultimo, las gréaficas resultan:

>> plot(t,yl_exacta(t),’k’,’linewidth’,2)

>> hold on, plot(t,yl_euler,’r:’,’linewidth’,2)

>> legend(’yl exacta’,’yl aproximada’,’location’,’northwest’)
>> plot(t,y2_exacta(t),’k’,’linewidth’,2)

>> hold on, plot(t,y2_euler,’r:’,’linewidth’,2)

>> legend(’y2 exacta’,’y2 aproximada’,’location’,’northeast’)

y2 exacta

T T T T T T T T T T T T T T T T
y1 exacta
111111 y1 aproximada Wy, y2 aproximada
5.5 5 ‘), 4

4.5
35K

25F

151

Ejemplo 10.5 El siguiente problema describe las oscilaciones de una masa, actuando una

fuerza periodica sobre ella, pendiente de un muelle colocado en posicion vertical:

Lz d
d—g + 4d—”;f + 202 = 2cos2t, 2(0) = 0.2, 2/(0) = —1.2

Obténgase su solucion aprozimada, en el intervalo [0, 6], por el método de Euler, con distancia
entre nodos de 0.02 y su solucion exacta, asi como el error mdzimo cometido en los nodos. Por

ultimo, represéntense ambas soluciones.
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Solucién: Expresamos la ecuacion como 2/ = —20x—42'+2 cos 2t y denotamos x1 = x, xo = 2/,
con lo que el problema se transforma en

Ty = X9
) z1(0) = 0.2, 29(0) = —1.2
Ty = =202 — 429 + 2cos 2t

y hallamos su solucién aproximada, ejecutando:

>> £f=0(t,X) [X(2);-20%X(1)-4*xX(2)+2*cos(2*t)]
f =

@(t,X) [X(2) ;-20%X (1) -4*X(2)+2xcos (2%t) ]
>> [t X_euler]=euler(f,[0 6],[0.2;-1.2],0.02);

>> x_euler=X_euler(:,1);
Para hallar la solucién exacta, el error y las graficas, hacemos:

>> x=simplify(dsolve (’D2x+4*Dx+20*x=2%cos (2*t)’,’x(0)=0.2",’Dx(0)=-1.2"))
x =
cos(2%t)/10+sin(2%t) /20+cos (4xt) / (10*exp(2*t) ) - (11*sin(4*t) )/ (40*exp (2*t))
>> x_exacta=matlabFunction(x);
>> error=max(abs(x_exacta(t)-x_euler))
error =

0.0088
>> plot(t,x_exacta(t),’k’,’linewidth’,2)
>> hold on, plot(t,x_euler,’r:’,’linewidth’,2)

>> legend(’Solucién exacta’,’Solucién aproximada’,’location’,’north’)

0.2

r
Solucién exacta

1111 Solucién aproximada

10.2.2. Métodos Runge-Kutta

Aunque el método de Euler es muy sencillo, requiere que el paso (distancia entre nodos) sea pe-

queno para obtener una buena aproximacién de la solucién. Los métodos Runge-Kutta mejoran
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la convergencia, sin que el nimero de operaciones crezca excesivamente, en relacion al método

de Euler, por lo que son ampliamente utilizados. A continuacion, se describe el de orden dos.

Método Runge-Kutta de orden dos:

Con las mismas hipétesis sobre los nodos y utilizando la misma notaciéon que en el método de

Euler, partiendo de yg, se hallan yq,ys, ..., yn, por medio de:
h , :
Yit1 =Y+ 5([(1 + K3), j=0,1,2,...,N — 1, siendo

Ky =1(t,y;)

Una forma de programar este método es crear el fichero de funcién rungek2.m con las 6rdenes:

function [t yl=rungek2(f,intervalo,c,h)

% Funcién [t yl=rungek2(f,intervalo,c,h)

yA Método Runge-Kutta de orden 2 para resolver y’=f(t,y), y(t0)=c
% ARGUMENTOS DE ENTRADA:

% f oo Funcién numérica, en forma de vector columna,

yA que define el segundo miembro del sistema

%  intervalo .. Intervalo de cdlculo, de la forma [tO tN] o [tO,tN]

ho C o Vector columna de condiciones iniciales

/A R Distancia entre los nodos

% ARGUMENTOS DE SALIDA:

/S Vector columna que contiene los nodos tO,t1,t2,...,tN
h Y e Solucidén aproximada en t: Es una matriz, cuyas columnas
yA corresponden a cada una de las funciones solucidn

tO=intervalo(1); tN=intervalo(2); t=(t0:h:tN).’; N=length(t);
y=zeros(N,length(c));
y(1,:)=c.’;
for j=1:N-1
Ki=f(t(j),y(G,)).”;
K2=f (£t (j)+h,y(j,:)+h*K1).’;
y(j+1, )=y(j, :)+h/2x (K1+K2) ;
end

Ejemplo 10.6 Resuélvase el problema planteado en el ejemplo 10.4, utilizando el método de

Runge-Kutta de orden dos.

Solucién: Creamos el fichero rungek2.m con las érdenes y resolvemos el ejemplo 10.4, ejecu-

tando

>> £=0(t,y) [y(1)+2xy(2);-2xy(1)+y(2)+2xexp(t)];
>> [t y_rungek2]=rungek2(f, [0 2],[1;1],0.01);

>> y1_rungek2=Y_rungek2(:,1);

>> y2_rungek2=Y_rungek2(:,2);
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>> [yl y2]=dsolve (’Dyl=y1+2xy2’,’Dy2=-2*yl+y2+2xexp(t)’,’y1(0)=1’,’y2(0)=1’);
>> y1_exacta=matlabFunction(y1l);
>> y2_exacta=matlabFunction(y2);
>> error_yl=max(abs(yl_exacta(t)-yl_rungek2))
error_yl =
0.0020
>> error_y2=max(abs(y2_exacta(t)-y2_rungek?2))
error_y2 =
0.0016

con lo que se puede observar la considerable disminucion del error, en relacién al método de
Euler.

10.2.3. Comandos de MATLAB

MATLAB dispone de varios comandos para resolver y' = f(t,y), y(tp) = c. Uno de ellos, que

describimos a continuacion, es ode45.

[t yl=oded5(f, [ty ty],c): Resuelve el problema, utilizando un método Runge-Kutta de or-
den 4, en el intervalo [ty,ty]. La variable de salida t es un vector columna formado por los
nodos que se han utilizado para dividir el intervalo, mientras que y contiene, por columnas, los

valores de las incognitas en dichos nodos.

Nota: Para que se utilicen tg t; ts...ty como nodos, debemos reemplazar el argumento de
entrada [ty ty] por [to t1 to...tyl.

Ejemplo 10.7 Dado el problema de valores iniciales
ddy  d*y
an e

hallese su solucion aproximada, en el intervalo [0,4], utilizando oded5, su solucién eracta,

—2y =0, y(0) =-1, y'(0) =2, y'(0) = -2

asi como el error mdximo cometido en los nodos, y represéntense ambas soluciones.

Solucién: Escribimos la ecuacion como 3" = 2y — y” y denotamos y1 =y, y2 = v, y3 = ",

con lo que el problema pasa a ser

Z/i =1Y2
Yh=ys y1(0) = —1, 42(0) = 2, y3(0) = —2
Ys = 2y1 — Y3

y lo resolvemos, ejecutando:

>> F=0(t,Y) [Y(2);Y(3);2*Y(1)-Y(3)]
F =
Q(t,Y) [Y(2);Y(3);2%Y(1)-Y(3)]
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>> [t Y_ode45]=o0de45(F, [0 4]1,[-1;2;-2]);
>> y_ode45=Y_oded5(:,1);
>> y=dsolve (’D3y+D2y-2*xy=0’,’y(0)=-1’,’Dy(0)=2",’D2y(0)=-2")
y =
sin(t)/exp(t) - cos(t)/exp(t)
>> y_exacta=matlabFunction(y)
y_exacta =
Q(t)-exp(-t) .*cos(t)+exp(-t) .*sin(t)
>> error=max(abs(y_exacta(t)-y_ode45))
error =
5.4430e-005
>> plot(t,y_exacta(t),’k’,’linewidth’,2)
>> hold on, plot(t,y_ode45,’r:’,’linewidth’,4)

>> legend(’Solucién exacta’,’Solucién aproximada’,’location’,’south’)

0.4

0.2

Solucién exacta
11 Solucién aproximada
n n n

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Nota: Ejecutando length(t), se observa que el intervalo se ha dividido en 45 puntos. Si qui-

siéramos, por ejemplo, resolver con una distancia entre nodos de 2 centésimas, tendriamos que

hacer:

>> [t Y_ode45]=0de45(F,0:0.02:4,[-1;2;-2]);



